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Sambutan

Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Allah SWT, berkat rahmat dan karunia-Nya,
Pemerintah, dalam hal ini, Departemen Pendidikan Nasional, pada tahun 2008, telah membeli
hak cipta buku teks pelajaran ini dari penulis/penerbit untuk disebarluaskan kepada
masyarakat melalui situs internet (website) Jaringan Pendidikan Nasional.

Buku teks pelajaran ini telah dinilai oleh Badan Standar Nasional Pendidikan dan telah
ditetapkan sebagai buku teks pelajaran yang memenuhi syarat kelayakan untuk digunakan
dalam proses pembelajaran melalui Peraturan Menteri Pendidikan Nasional Nomor 34 Tahun
2008.

Kami menyampaikan penghargaan yang setinggi-tingginya kepada para penulis/penerbit
yang telah berkenan mengalihkan hak cipta karyanya kepada Departemen Pendidikan
Nasional untuk digunakan secara luas oleh para siswa dan guru di seluruh Indonesia.

Buku-buku teks pelajaran yang telah dialihkan hak ciptanya kepada Departemen
Pendidikan Nasional ini, dapat diunduh (down load), digandakan, dicetak, dialihmediakan,
atau difotokopi oleh masyarakat. Namun, untuk penggandaan yang bersifat komersial harga
penjualannya harus memenuhi ketentuan yang ditetapkan oleh Pemerintah. Diharapkan
bahwa buku teks pelajaran ini akan lebih mudah diakses sehingga siswa dan guru di seluruh
Indonesia maupun sekolah Indonesia yang berada di luar negeri dapat memanfaatkan sumber
belajar ini.

Kami berharap, semua pihak dapat mendukung kebijakan ini. Kepada para siswa kami
ucapkan selamat belajar dan manfaatkanlah buku ini sebaik-baiknya. Kami menyadari bahwa
buku ini masih perlu ditingkatkan mutunya. Oleh karena itu, saran dan kritik sangat kami
harapkan.

Jakarta, Juli 2008

Kepala Pusat Perbukuan
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Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Kuasa, karena atas
berkah, rahmat, dan karunia-Nya, penyusunan buku Matematika untuk SMA dan
MA kelas XI Program IPA dapat diselesaikan.

Buku ini disusun sebagai salah satu bahan ajar dalam pelaksanaan kegiatan
belajar mengajar mata pelajaran Matematika di sekolah.

Dalam buku ini disajikan materi pembelajaran matematika secara sederhana,
efektif, dan mudah dimengerti yang disertai contoh dalam kehidupan. Simbol, tabel,
diagram, dan grafik disajikan untuk mempermudah kamu dalam memahami materi
yang sedang dipelajari. Buku ini juga dilengkapi contoh soal dan tugas-tugas di setiap
subbab dan akhir bab.

Sesuai dengan tujuan dalam pembelajaran Matematika, kamu diharapkan dapat
memahami konsep matematika, menjelaskan keterkaitan antarkonsep, dan
mengaplikasikannya untuk memecahkan masalah.

Kamu juga diharapkan mampu menggunakan penalaran, mengomunikasikan
gagasan dengan berbagai perangkat matematika, serta memiliki sikap menghargai
matematika dalam kehidupan.

Akhirnya kami menyampaikan terima kasih kepada semua pihak yang telah
membantu penerbitan buku ini.

Surakarta, Mei 2008

Penyusun
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Peatunjuk
Panggunaan

Buku Matematika ini disusun untuk membantu siswa SMA memahami Matematika.
Buku Matematika ini juga diharapkan dapat menjadi referensi bagi guru dalam membimbing
siswa mempelajari Matematika.

Bab-bab dalam buku ini disusun dengan sistematika yang unik, sehingga mempermudah
siswa dalam mempelajari materi yang disajikan. Sistematika buku ini adalah sebagai berikut.

1. Awal bab, setiap bab diawali dengan ilustrasi berupa gambar dan aktivitas yang relevan
dengan isi bab yang akan dipelajari. Selain ilustrasi, juga dipaparkan tujuan pembelajaran
sesuai dengan Standar Kompetensi dan Kompetensi Dasar yang harus dicapai siswa.

2. Peta konsep, berisi konsep-konsep dari materi yang akan dipelajari serta hubungan
antarkonsep.

3. Kata kunci, berisi kata-kata penting yang menjadi kunci pembahasan dalam bab tersebut.

4. Uraian materi, materi pembelajaran dalam buku Matematika ini disajikan dengan kalimat
yang sederhana sehingga mudah dipahami siswa.

5. Contoh soal, setiap pembahasan suatu materi dilengkapi dengan contoh soal untuk
memperjelas konsep yang dipelajari.

6. Latihan, berisi soal-soal untuk menguji kemampuan siswa dalam memahami materi
yang telah dipelajari.

7. Rangkuman, berisi pokok-pokok pembicaraan di dalam bab yang telah selesai dipelajari.

8. Evaluasi, berisi soal-soal untuk melatih kemampuan siswa dalam menguasai materi
dalam bab yang telah dipelajari.

9. Glosarium, berisi daftar kata-kata sulit yang dijumpai di dalam buku. Glosarium dapat
kamu gunakan sebagai pegangan atau semacam kamus dalam mempelajari materi.
10. Indeks, berisi kata-kata atau istilah penting yang disertai dengan nomor halaman tempat
kata atau istilah tersebut muncul. Melalui indeks, kamu dapat dengan cepat menemukan

hal-hal yang sedang dicari.

11. Notasi atau Simbol, berisi kumpulan simbol atau notasi beserta penjelasannya.

12. Kunci Jawaban, berupa jawaban dari beberapa soal terpilih.

Berikut langkah-langkah yang disarankan bagi siswa dalam menggunakan buku

Matematika ini.

1. Baca tujuan pembelajaran yang ada di awal bab.

2. Pelajari peta konsep terlebih dahulu dan perhatikan kata kunci yang akan menjadi
kunci pembahasan materi dalam bab itu.

3. Pahami uraian materi dengan saksama dan perhatikan contoh soal yang diberikan
dengan sebaik-baiknya.

4. Bila menemukan kata-kata yang sukar di mengerti atau notasi yang belum dipahami,
carilah arti kata itu dalam Glosarium yang ditempatkan di akhir buku, sedangkan arti
notasi dapat kamu temukan dalam Notasi Matematika, juga diletakkan di akhir buku.

5. Kerjakan latihan soal yang ada di setiap subbabnya.

Baca kembali rangkuman yang ada di akhir bab.

7. Kerjakan soal-soal yang ada di akhir bab.
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Statistika

Menyajikan Data dalam Bentuk Diagram &

Menyajikan Data dalam Bentuk Tabel Distribusi Frekuensi 4

Menghitung Ukuran Pemusatan, Ukuran Letak, dan Ukuran ¥
Penyebaran Data

Kalau kamu ke kantor kelurahan, kantor pajak, kantor sekolah, atau kantor instans
pemerintahan, apakah yang dapat kamu lihat di papan informasi ? Biasanyadi papan
informasi terdapat gambar lingkaran, grafik garis, batang, atau bal ok-balok. Grafik-
grafik itu merupakan gambaran mengenai pencacahan penduduk, perhitungan pajak,
dan perkembangan kemajuan sekolah. Contoh-contoh tersebut merupakan salah satu
aplikas dari konsep statistika.

Dalam perkembangannya, statistika sekarang banyak dimanfaatkan dalam
berbagai bidang seperti bidang ekonomi, kedokteran, pertanian dan sebagainya.
Penelitian jenis manapun dirasa kurang lengkap apabila tidak memanfaatkan
perhitungan-perhitungan statistika. Dalam bab ini kamu akan belajar menggunakan
aturan statistika, sehingga dapat membaca dan menyajikan data dalam bentuk tabel
dan berbagal diagram serta menghitung ukuran pemusatan, ukuran letak, dan ukuran
penyebaran data beserta penafsirannya.



STATISTIKA

|

Vv

}

Membaca data dalam
bentuk tabel dan
diagram batang, garis,

Menyajikan data dalam
bentuk tabel dan diagram
batang, garis, lingkaran, dan

Menghitung ukuran
pemusatan, ukuran letak,
dan ukuran penyebaran

lingkaran, dan ogive ogive serta penafsirannya data serta penafsirannya
Sqjian data dalam Mengidentifikasi Ukuran Ukuran penyebaran,
bentuk diagram nilai suatu data pemusatan jangkauan,
garis, diagram yang ditampilkan rataan, modus, simpangan, kuartil,
lingkaran, dan padatabel dari median variansi, dan
diagram batang diagram simpangan baku
‘1’ ‘1’ A\
Data dalam bentuk Menafsirkan data Ukuran letak
diagram batang, garis, =~ dalam bentuk diagram | kuartil, desi|
lingkaran, dan ogive batang, garis,

4

serta penafsirannya

lingkaran, dan ogive

diagram lingkaran
diagram batang
ogive

histogram

rataan

modus

median

o kuartil

* desl

o persentil

e jangkauan

e simpangan kuartil
e varians

e simpangan baku
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Menyajikan Data dalam Bentuk Diagram

Statistikaadal ah cabang dari matematikaterapan yang mempunyai cara-cara, maksudnya
mengkaji/membahas, mengumpul kan, dan menyusun data, mengolah dan menganalisisdata,
sertamenyajikan datadalam bentuk kurvaatau diagram, menarik kesimpulan, menafsirkan
parameter, dan menguiji hipotesayang didasarkan padahasil pengolahan data. Contoh: statistik
jumlah [ulusan siswa SMA dari tahun ke tahun, statistik jumlah kendaraan yang melewati
suatu jalan, statistik perdagangan antara negara-negara di Asia, dan sebagainya.

1. Diagram Garis

Penygjian data statistik dengan menggunakan diagram berbentuk garislurusdisebut
diagram garis lurus atau diagram garis. Diagram garis biasanya digunakan untuk
menyajikan data statistik yang diperol eh berdasarkan pengamatan dari waktu ke waktu
secara berurutan.

Sumbu X menunjukkan waktu-waktu pengamatan, sedangkan sumbu Y menunjukkan
nilai data pengamatan untuk suatu waktu tertentu. Kumpulan waktu dan pengamatan
membentuk titik-titik padabidang XY, selanjutnyakolom dari tigp duatitik yang berdekatan
tadi dihubungkan dengan garis|urus sehingga akan diperoleh diagram garis atau grafik
garis. Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal

Fluktuasi nilai tukar rupiah terhadap dolar AS dari tanggal 18 Februari 2008 sampai
dengan tanggal 22 Februari 2008 ditunjukkan ol eh tabel sebagai berikut.

Tanggal | 1872 19/2 20/2 21/2 22/2
KursBeli | Rp. 9.091 [ Rp. 9.093 [ Rp. 9.128 | Rp. 9.123 [ Rp. 9.129
KursJual | Rp.9.181 | Rp. 9.185 | Rp. 9.220 | Rp. 9.215 | Rp. 9.221

Nyatakan data di atas dalam bentuk diagram garis.
Penyelesaian
Jikadigambar dengan menggunakan diagram garis adalah sebagai berikut.

Fluktuasi nilai tukar rupiah terhadap dolar AS

A
9200 . O ST .......
9,091
9.183 e
9.300 9.185 6.220.-9215... 5990 Kurs Jual
9.400
9.500
182 192 202 212 2212

Statistika 5



2. Diagram Lingkaran

Diagram lingkaran adalah penygjian data statistik dengan menggunakan gambar
yang berbentuk lingkaran. Bagian-bagian dari daerah lingkaran menunjukkan bagian-
bagian atau persen dari keseluruhan. Untuk membuat diagram lingkaran, terlebih dahulu
ditentukan besarnya persentase tiap objek terhadap keseluruhan data dan besarnya
sudut pusat sektor lingkaran. Perhatikan contoh berikut ini.

Contoh soal

Ranah privat (pengaduan) dari koran Solo Pospadatanggal 22 Februari 2008 ditunjukkan
seperti tabel berikut.

No Ranah Privat Persentase
1. | CPNS/Honda/GTT 5%
2. | Perbaikan/pembangunan/gangguan jalan 9%
3. | Masaah lingkungan/ kebersihan 6 %
4, | Kesehatan/PKMS/Askeskin 3%
5. | Lalulintas/penertiban jalan 6 %
6. | Revitalisasi/budaya Jawa 20 %
7. | Parkir 3%
8. | Pekat/penipuan/preman 7%
9. | Persigolahraga 10 %

10. | PKL/bangunan liar 2%

11. | PLN dan PDAM 2%

12. | Provider HP 7%

13. | Tayangan TV/radio/koran 3%

14. | Lain-lain 17%

Jumlah 100 %

Nyatakan data di atas dalam bentuk diagram lingkaran.
Penyelesaian

Sebelum data pada tabel di atas disgjikan dengan diagram lingkaran, terlebih dahulu
ditentukan besarnya sudut dalam lingkaran dari data tersebut.

1. CPNSHonda/GTT = Wso x 360° = 18°
9

2. Perbaikan/pembangunan/gangguan jalan = 100 % 360° =32,4°
3. Masdlahlingkungan/kebersihan = 735 X 360° = 21,6°

4. Kesehatan/PKMS/Askeskin = % x 360° = 10,8°

5. Laulintas/penertibanjalan = % x 360° = 21,6°

6. Revitalisasi/budaya Jawa= % x 360° = 72°

6 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



o 3 o — 0
7. Parklr—100><36 =10,8

8. Pekat/penipuan/preman = ﬁ x 360° = 25,2°

9. Persislolahraga= 755 x 360° = 36°

i - L 0 — o
10. PKL/Bangunan liar = 100 * 360°=7,2

-2 o — 790
11. PLN dan PDAM = 100 X 360° =7,2

: - 1 o — 0
12. Provider HP = 100 * 360° = 25,2

13. Tayangan TV/radio/koran = WBO x 360° = 10,8°

.17 o R
14. Lain-lan= 100 x 360° =61,2

Diagram lingkarannyaadal ah sebagai berikut.

Ranah Privat

Lain-lain CPNSHonda/GTT Perbai kan/pembangunan/

17% | 5% gangguan jalan
Tayangan o | / o
TV/radio/koran-

3% \ Masalah lingkungan/kebersihan
\ _— 6%
Prov;do/fr HP. ~ Kesehatan/PKM Y
PLNdanPDAM . As';oe/jk'”
2%

Lalulintas/penertiban jalan

PKL/Bangunan liar
- 6%

2%
Persis/olah raga -
10% . Revitalisasi/budaya
- Jawa
Pekat/penipuan/preman 20%

™0

Diagram Batang

Diagram batang umumnya digunakan untuk menggambarkan perkembangan nilai
suatu objek penelitian dalam kurun waktu tertentu. Diagram batang menunjukkan
keterangan-keterangan dengan batang-batang tegak atau mendatar dan sama lebar
dengan batang-batang terpisah. Perhatikan contoh berikut ini.

Statistika 7



4.

8

Contoh soal

Jumlah lulusan SMA X di suatu daerah dari tahun 2001 sampai tahun 2004 adalah
sebagai berikut.

Tahun Jumlah
2000 20
2001 40
2002 50
2003 70
2004 100

Nyatakan data di atas dalam bentuk diagram batang.
Penyelesaian
Datatersebut dapat disgjikan dengan diagram batang sebagai berikut.

Lulusan SMA X Tahun 2001 - 2004

il

2000 2001 2002 2003 2004 Tahun

S

8

Banyak lulusan

5 8 8

Diagram Batang Daun

Diagram batang daun dapat digjukan sebagai contoh penyebaran data. Dalam
diagram batang daun, datayang terkumpul diurutkan lebih dulu dari dataukuran terkecil
sampal dengan ukuran yang terbesar. Diagram ini terdiri dari dua bagian, yaitu batang
dan daun. Bagian batang memuat angka pul uhan dan bagian daun memuat angka satuan.

Perhatikan contoh soal berikut, agar kamu dapat segera memahami.
Contoh soal
Buatlah diagram batang-daun dari data berikut.

45 10 20 31 48 20 20 27 11 8

25 21 42 24 2 6 B 2 23 13

A 29 25 P R B 05

Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



Penyelesaian

Mula-mulakitabuat diagram batang-daun di sebelah kiri kemudian membuat diagram
batang-daun di sebelah kanan agar data terurut.

Batang Daun Batang Daun
5 0 5 0
4 582 4 258
3 1634928 3 1234689
2 00971422395 2 001223455799
1 01 1 01
0 85 0 58

Dari diagram batang-daun di atas dapat dibaca beberapa ukuran tertentu, antaralain:

a.
b.
c.

d.

ukuran terkecil adalah 5;

ukuran terbesar adalah 50;

ukuran ke-1 sampai ukuran ke-10 berturut-turut adalah 5, 8, 10, 11, 20, 20, 21, 22,
22 dan 23;

ukuran ke-16 adalah: 29.

Diagram Kotak Garis

Data statistik yang dipakai untuk menggambarkan diagram kotak garis adalah

statistik Lima Serangkai, yang terdiri dari dataekstrim (dataterkecil dan dataterbesar),
Q. Q,, dan Q.. Untuk Iebih jelasnya, pelgjarilah contoh soal berikut.

Contoh soal
Diketahui datasebagai berikut:

a
b.

41,52, 66, 86, 91, 65, 86, 88, 41, 62, 42,59, 72, 99, 53,
69, 87,93, 64, 44, 64, 42,92, 54, 78, 86, 92, 100, 79, 47

Tentukan statistik Lima Serangkai.
Buatlah diagram kotak garis.

Penyelesaian

a

. Setelah datadiurutkan menjadi:

41,41,42,42,44,47,52, 53, 54, 59, 62, 64, 64, 65, 66, 69,
72,78, 79, 86, 86, 86, 87, 88, 91, 92, 92, 93, 99, 100

Diperoleh: 41 merupakan datayang nilainyaterendah

Xmin =
X .~ 100 merupakan datayang nilainyatertinggi
= 53 merupakan kuartil bawah

1

Q
Q. = 67,5merupakan kuartil tengah atau median
Q

N

5, = 87 merupakan kuartil atas

Statistika 9



Atauditulismenjadi:

Q=675
Q.=53 Q;=87
Xmin = 41 Xmax = 100

b. Diagram kotak garisnya sebagai berikut.

] ]
! Q2 :
L 1Qs
: ! ! ! |
' ) |
— e o' & e e e o b
30 40 50 60 70 80 90 100

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Suhubadan Budi selama10 hari ditunjukkan oleh tabel berikut.

Hari ke: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Suhu(°C) | 35 | 36 | 37 | 36 [375| 38 | 37 | 38 |38,5

10
37

a. Buatlahdiagram garisnya.
b. Hari ke berapakah suhu terendah Budi.
c. Hari ke berapakah suhu tertinggi Budi.

2. Jumlah penduduk dari suatu kelurahan sebanyak 3.600 orang, dengan berbagai
tingkat pendidikannyaditunjukkan seperti padagambar berikut.

10

Jikadatatersebut dibuat diagram lingkaran, maka tentukan:
a. besarnya sudut sektor lingkaran untuk pendidikan SD, SMP, SMA/SMK

Pendidikan Jumlah
SD 100 orang
SMP 500 orang
SMA/SMK 2.100 orang
Perguruan Tinggi 900 orang
Jumlah penduduk 3.600 orang

dan Perguruan Tinggi;
b. diagramlingkarannya.

Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



3. Dari hasil tesmatematikakelas X 1PA sebanyak 20 siswadiperoleh hasil sebagai

berikut.

8 52 47 B P 62 8 52 7B B
72 65 8 78 76 5% 68 8 92 43

a. Buatlah diagram batang daun dari data di atas.
b. Berapakah nilai terendah dan tertinggi yang dicapai siswakelas XI 1PA

4, Jumlah lulusan SD X dari tahun 2001 sampai dengan tahun 2005 ditunjukkan

oleh tabel sebagai berikut.

Tahun | 2001 [ 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Jumlah 125 | 175 | 150 | 165 | 170

a. Buatlah diagram batangnya.

Pada tahun berapakah jumlah lulusannya mencapai 175 siswa?

c. Dari tahun 2001 sampai dengan tahun 2005, tahun berapakah jumlah
lulusannyaterendah?

=

5. Di bawah ini adalah daftar berat badan (kg) dari siswadi sebuah kelas.

28 3B 36 8 3H 31 #A B 37 B
P B H 31 B 37 0 3 26 A
P 40 20 P2 B 6 3 27 B 4
% H b6 41 36 27 3B B H I

a. Tentukan statistik lima serangkai.
b. Buatlah diagram kotak garis.

Penyajian Data dalam Bentuk Tabel Distribusi
Frekuensi

Selain dalam bentuk diagram, penyajian datajuga dengan menggunakan tabel distribusi

frekuensi. Berikut ini akan dipelgjari lebih jelas mengenai tabdl distribusi frekuensi tersebut.

1.

Distribusi Frekuensi Tunggal

Datatunggd seringkali dinyatakan dalam bentuk daftar bilangan, namun kadangkala
dinyatakan dalam bentuk tabel distribusi frekuensi. Tabel distribusi frekuensi tunggal
merupakan carauntuk menyusun datayang relatif sedikit. Perhatikan contoh databerikut.

5 46,7, 88,6, 4 86,4 6,6,7 55, 3 4, 6,6

8,7 87,5, 4, 910,5,6,7,6,4,5,7,7, 4,8, 7,6
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12

Dari datadi atastidak tampak adanya polayang tertentu makaagar mudah dianalisis
datatersebut disgjikan dalam tabel seperti di bawah ini.

Nilai Tally (Turus) Frekuens
3 | 1
4 I 7
5 I 6
6 THU 10
7 I 8
8 M 6
9 | 1
10 | 1

Daftar di atas sering disebut sebagai distribusi frekuensi dan karena datanya
tunggal maka disebut distribusi frekuensi tunggal.

Distribusi Frekuensi Bergolong

Tabel distribusi frekuensi bergolong biasa digunakan untuk menyusun data yang
memiliki kuantitasyang besar dengan mengelompokkan ke dalaminterval-interval kelas
yang sama panjang. Perhatikan contoh data hasil nilai pengerjaan tugas Matematika
dari 40 siswakelas X1 berikut ini.

66 75 74 72 O 78 75 75 M9 71
7S 6 74 73 71 72 74 74 71 70
4 77 73 73 70 74 72 72 8 710
73 67 72 72 75 74 74 68 69 80

Apabila data di atas dibuat dengan menggunakan tabel distribusi frekuensi tunggal,
maka penyelesaiannya akan panjang sekali. Oleh karena itu dibuat tabel distribusi
frekuensi bergolong dengan |angkah-langkah sebagai berikut.

a. Mengelompokkan ke dalam interval-interval kelas yang sama panjang, misalnya
65-67,68—70, ..., 80— 82. Data 66 masuk dalam kelompok 65 — 67.

b. Membuat turus (tally), untuk menentukan sebuah nilai termasuk ke dalam kelas
yang mana.

c. Menghitung banyaknyaturus pada setiap kelas, kemudian menuliskan banyaknya
turus pada setiap kelas sebagal frekuensi data kelas tersebut. Tulis dalam kolom
frekuensi.

d. Ketigalangkah di atas direpresentasikan padatabel berikut ini.
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Hasl Tugas Titik Tengah Turus Frekuens
65— 67 66 I 2
68— 70 69 T 5
71-73 72 O 13
74-76 75 IHOWLI 14
77-79 78 I 4
80— 82 81 Il 2

Jumlah 40

Istilah-istilah yang banyak digunakan dalam pembahasan distribusi frekuensi

bergolong atau distribusi frekuensi berkelompok antaralain sebagai berikut.

Interval Kelas
Tiap-tiap kelompok disebut interval kelas atau sering disebut interval atau kelas
sgja. Dalam contoh sebelumnya memuat enam interval ini.

65—-67 — Interval kelas pertama

68—-70 — Interva kelas kedua

71-73 — Interval kelasketiga

74-76 — Interval kelas keempat

77-79 — Interva kelaskelima

80-82 — Interval kelas keenam

Batas Kelas

Berdasarkan tabel distribusi frekuensi di atas, angka 65, 68, 71, 74, 77, dan 80
merupakan batas bawah dari tiap-tiap kelas, sedangkan angka 67, 70, 73, 76, 79,
dan 82 merupakan batas atas dari tiap-tiap kelas.

Tepi Kelas (Batas Nyata Kelas)

Untuk mencari tepi kelas dapat dipakai rumus berikut ini.

Tepi bawah = batas bawah — 0,5
Tepi atas = batas atas + 0,5

Dari tabel di atas makatepi bawah kelas pertama 64,5 dan tepi atasnya 67,5, tepi
bawah kelas kedua 67,5 dan tepi atasnya 70,5 dan seterusnya.

Lebar kelas
Untuk mencari |ebar kelas dapat dipakai rumus:

Lebar kelas = tepi atas — tepi bawah

Jadi, lebar kelas dari tabel diatas adalah 67,5 —64,5= 3.
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e. Titik Tengah
Untuk mencari titik tengah dapat dipakai rumus:

Titik tengah = % (batas atas + batas bawah)

Dari tabel di atas: titik tengah kelas pertama = % (67 +65) = 66
titik tengah kedua = 3 (70 + 68) = 69
dan seterusnya.

3. Distribusi Frekuensi Kumulatif

Daftar distribusi kumulatif adadua macam, yaitu sebagai berikut.
a. Daftar distribusi kumulatif kurang dari (menggunakan tepi atas).
b. Daftar distribusi kumulatif lebih dari (menggunakan tepi bawah).

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh databerikut ini.

Data Frekuens | Tepi Bawah | Tepi Atas
41 -45 3 40,5 455
46 -50 6 455 50,5
51-55 10 50,5 55,5
56 —60 12 55,5 60,5
61-65 5 60,5 65,5
66 —70 4 65,5 70,5

Dari tabel di atas dapat dibuat daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih
dari seperti berikut.

Data Frekuens Kumglatif Data Frekuens_,i Kum_ulatif
Kurang Dari Lebih Dari
<455 3 > 40,5 40
<50,5 9 >455 37
<555 19 >50,5 31
<60,5 31 >555 21
<655 36 >60,5 9
<705 40 > 65,5 4

4. Histogram

Dari suatu data yang diperoleh dapat disusun dalam tabel distribusi frekuensi dan
disgjikan dalam bentuk diagram yang disebut histogram. Jika pada diagram batang,
gambar batang-batangnya terpisah maka pada histogram gambar batang-batangnya
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berimpit. Histogram dapat disgjikan dari distribusi frekuensi tunggal maupun distribusi
frekuensi bergolong. Untuk Iebih jelasnya, perhatikan contoh berikut ini.

Data banyaknya siswakelas X1 1PA yang tidak masuk sekolah dalam 8 hari berurutan

sebagai berikut.
Hari 1 2 3 4 5 6 7 8
Banyaknyasiswaabsen | 5 | 15| 10| 151 20| 25| 15 | 10

Berdasarkan data diatas dapat dibentuk histogramnya seperti berikut dengan membuat
tabel distribusi frekuensi tunggal terlebih dahulu.

5. Poligon Frekuensi

Apabilapadatitik-titik tengah dari histogram dihubungkan dengan garisdan batang-
batangnya dihapus, maka akan diperoleh poligon frekuensi. Berdasarkan contoh di atas
dapat dibuat poligon frekuensinya seperti gambar berikut ini.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.
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Contoh soal

Hasil pengukuran berat badan terhadap 100 siswa SMP X digambarkan dalam distribus
bergolong seperti di bawahini. Sgjikan datatersebut dalam histogram dan poligon frekuens.

Berat Badan (kg) | Titik Tengah Frekuens
15-19 17 2
20-24 22 10
25-29 27 19
30-34 32 27
35-39 37 16
40-44 42 10
45 - 49 47 6
50 -54 52 5
55 -59 57 3
60 — 64 62 2

100

Penyelesaian

Histogram dan poligon frekuensi dari tabel di atas dapat ditunjukkan sebagai berikut.

frekuensi

/ poligon frekuensi

/ histogram

Poligon Frekuensi Kumulatif

berat badan

Dari distribusi frekuensi kumulatif dapat dibuat grafik garis yang disebut poligon
frekuensi kumulatif. Jikapoligon frekuensi kumulatif dihaluskan, diperoleh kurvayang
disebut kurva ogive. Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Hasil Ulangan | Frekuens

65— 67 2
68 — 70 5
71-73 13
74-76 14
77-179 4
80-82 2

40

Hasil tes ulangan Matematika terhadap

40 siswa kelas X1 IPA digambarkan dalam

tabel di samping.

a. Buatlahdaftar frekuensi kumulatif kurang
dari dan lebih dari.

b. Gambarlah ogive naik dan ogiveturun.
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Penyelesaian
a Daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih dari adalah sebagai berikuit.

Data Frekuens Kumglatif Data Frekuens_‘i Kum.ulatif
Kurang Dari L ebih Dari
<675 2 > 64,5 40
<705 7 >67,5 38
<735 20 >705 33
<765 34 >735 20
<795 38 >76,5 6
<825 40 >795 2

b. Ogivenaik danogiveturun

Daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih dari dapat disajikan dalam bidang
Cartesius. Tepi atas (67,5; 70,5; ...; 82,5) atau tepi bawah (64,5; 67,5; ...; 79,5)
diletakkan pada sumbu X sedangkan frekuensi kumulatif kurang dari atau frekuensi
kumulatif lebih dari diletakkan pada sumbu Y. Apabilatitik-titik yang diperlukan
dihubungkan, maka terbentuk kurva yang disebut ogive. Ada dua macam ogive,
yaitu ogive naik dan ogive turun. Ogive naik apabila grafik disusun berdasarkan
distribusi frekuensi kumulatif kurang dari. Sedangkan ogive turun apabila ber-
dasarkan distribusi frekuensi kumulatif lebih dari.

Ogive naik dan ogive turun data di atas adalah sebagai berikut.

kurang dari
lebih dari

Frekuens kumul atif
Frekuens kumulatif

Ogivenaik Ogive turun
Poligon frekuensi kumulatif Poligon frekuensi kumulatif
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1.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Diketahui datasebagai berikut.

80 66 74 74 70 71 78 74 72 67
72 73 73 72 75 74 74 74 72 72
66 75 74 73 74 72 79 71 75 75
78 69 71 70 79 80 75 76 68 68

Nyatakan data tersebut ke dalam:
a. distribus frekuens tunggal,

b. Distribusi frekuensi bergolong dengan kelas 65 — 67, 68 — 70, 71 — 73,
74 -76, 77 —-79, 80 —82.

2. Diketahui daftar distribusi frekuensi sebagai berikut.
Dari tabel di samping, tentukan:

Nilai Frekuensi a banyaknyakeIas,
21-30 2 b. batas bawah kelas ke lima,
31-40 8 c. batas atas kelas ke enam,
g‘i 3 28 2 d. tepi bawah kelas ketujuh,
61— 70 3 e. tepi atas kelas ke delapan,
71-80 2 f. titik tengah masing-masing kelas,
81-90 8 g. panjang kelas.
91-100 6

3. Nilal ulangan matematika dari 40 siswa adalah sebagai berikut.

72 74 78 74 79 75 72 71 74 67
73 72 72 73 75 74 73 74 74 75
7S 73 66 74 74 79 70 72 71 72
69 70 80 71 70 75 77 8 76 68

a. Susunlah tabel distribusi frekuensi bergolong dari data tersebut ke dalam
interval-interval 65— 67, 68 — 70, dan sebagainya.

Berapakah banyaknyainterval kelas yang kamu buat?

Sebutkan batas-batas dan tepi-tepi kelasnya.

Berapa |ebar kelasnya?

Sebutkan titik-titik tengahnya.

® e 0o
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4. Dari tabel pada soal nomor 2, lengkapilah tabel berikut ini.

5.

a. Frekuens Kumulatif

Data .
Kurang Dari

<305 2

< 10

< .

< .

< .

< ..

Perhatikan data berikut.

Hasl Pengukuran | Frekuens
119-127 3
128 - 136 6
137 - 145 10
146 — 154 11
155 -163 5
164-172 3
173-181 2

b.

Frekuensi Kumulatif
Lebih Dari

Nyatakan daftar distribusi frekuensi
data berkelompok di samping ke
dalam daftar frekuensi relatif dan
kumulatif kemudian gambarlah:

a. histogram,
b. poligonfrekuens,
c. ogivenya

Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok untuk mengerjakan tugas berikut

Daam suatu ulangan matematika, dari 80 siswakelas X 1PA diperoleh nilai sebagai
berikut.

secara berkelompok.
Nilai Ulangan f

31-40 1
41-50 2
51-60 5
61-70 15
71-80 25
81-90 20
91-100 12

80

Berdasarkan data di atas, buatlah:

1

2.
3.
4

tabel frekuensi kumulatif kurang dari,
tabel frekuensi kumulatif lebih dari,
ogivenaik,

ogiveturun.
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Menghitung Ukuran Pemusatan, Ukuran Letak, dan
Ukuran Penyebaran Data

Ukuran pemusatan serta penafsirannya suatu rangkaian data adalah suatu nilai dalam
rangkaian datayang dapat mewakili rangkaian datatersebut. Suatu rangkaian data biasanya
mempunyai kecenderungan untuk terkonsentrasi atau terpusat pada nilai pemusatan ini.
Ukuran statistik yang dapat menjadi pusat dari rangkai an data dan memberi gambaran singkat
tentang data disebut ukuran pemusatan data. Ukuran pemusatan data dapat digunakan
untuk menganalisis datalebih lanjut.

1. Ukuran Pemusatan Data

Ukuran pemusatan dataterdiri dari tiga bagian, yaitu mean, median, dan modus.

20

Rataan Hitung (Mean)

Rataan hitung seringkali disebut sebagai ukuran pemusatan atau rata-rata hitung.
Rataan hitung jugadikenal dengan istilah mean dan diberi lambang X .

1)

2)

Rataan data tunggal

Rataan dari sekumpulan data yang banyaknya n adalah jumlah data dibagi
dengan banyaknya data.

Y X
Retaan = TRttt oG
n n
Keterangan: » X = jumlahdata
n = banyaknya data
x. = data ke-i

Untuk lebih jelasnya, pelgjarilah contoh soal berikutini.
Contoh soal

Dari hasil tes 10 siswakelas X| diperoleh data: 3, 7, 6, 5, 3, 6, 9, 8, 7, dan 6.
Tentukan rataan dari data tersebut.

Penyelesaian

< = 3+7+6+5+3+6+9+8+7+6 _ 60 ~ 6.0
- 10 10 T

Jadi, rataannya adal ah 6,0.

Rataan dari data distribusi frekuensi

Apabiladatadisgjikan dalam tabel distribusi frekuensi makarataan dirumuskan
sebagai berikut.
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3)

n

2 fix

i=1

fx + £, 4+ fx+ .+ f X dal X =
fi+f,+.+ 1 n ¢

i
i=1

Keterangan: f
X

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

frekuens untuk nilai x
data ke-i

Contoh soal

Berdasarkan data hasil ulangan harian Matematika di kelas X1 1PA, enam siswa
mendapat nilai 8, tujuh siswamendapat nilai 7, limabelas siswamendapat nilai 6,
tujuh siswamendapat nilai 5, dan lima siswa mendapat nilai 4. Tentukan rata-rata
nilai ulangan harian Matematika di kelas tersebut.

Penyelesaian

Tabel nilai ulangan harian Matematika kelas X1 | PA.

Nilai (x;) Frekuens (f;) fi -
4 5 20
5 7 35
6 15 %0
7 7 49
8 6 48
5 5
3 f =40 f.x =242
i=1 i=1
f.ox
o E A 242
X = = = 6,05
40
5

Jadi, rataan nilai ulangan harian Matematika di kelas X | | PA adalah 6,05.

Mean data bergolong

Rata-rata untuk data bergolong pada hakikatnya sama dengan menghitung rata-
rata data pada distribusi frekuensi tunggal dengan mengambil titik tengah kelas
sebagai x. Perhatikan contoh soal berikut ini.
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Contoh soal

Tentukan rataan dari data berikut ini.

Berat Badan (kg) Frekuens
40 — 44 1
45-49 6
50-54 10
55-59 2
60 — 64 1
Penyelesaian
Berat Badan | Titik Tengah f fox
(kg) (x) ' -
40-44 42 1 42
45-49 47 6 282
50 — 54 52 10 520
55-59 57 2 114
60 — 64 62 1 62
5 5
> fi=20| > f-x =1020
i=1 i=1
y f
eteern = 2, fix 1020
-_— 5 — -
> 2

Jadi, rataannya adalah 51.

Selain dengan cara di atas, ada cara lain untuk menghitung rataan yaitu dengan
menentukan rataan sementara terlebih dulu sebagai berikut.

a. Menentukan rataan sementaranya.
Menentukan simpangan (d) dari rataan sementara.
M enghitung simpangan rataan baru dengan rumus berikut ini.

b.
C.
d. Menghitung rataan sesungguhnya.

-d,

>t

X = X +

n

>

i=1

Keterangan: = rata-rata sementara

f

d

M= X

[y

jumlah frekuensi x simpangan
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Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

1. Carilah rataan dari data berikut dengan menggunakan rataan sementara.

Data f
4 3
5 7
6 10
7 4
8 6
Penyelesaian
Data fi di fi . di
4 3 -2 —6
5 7 -1 —7
6 10 0 0
7 4 1 4
8 6 2 12
5 5
> =30 > fi-q
i=1 i=1

Diambil rata-rata sementara 6.

5
0y

. 1=

Simpangan rataan = — =@=0,1
oy

Rataan = rataan sementara + Simpangan rataan

=6+01=61

Dari penimbangan berat badan 40 siswakelas X1 1PA digambarkan data bergolong

seperti pada data di bawah ini. Tentukan rataan dari data tersebut dengan
menggunakan rataan sementara.

Berat Badan

Frekuens

5456
57-59
60— 62
6365
66— 68
6971
7274
75-77

RPNOGoOON R
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Penyelesaian
Dari tabel distribusi frekuensi bergolong, misalnya diambil rataan sementara
(X,) =67, makadapat dibuat tabel yang |ebih lengkap seperti berikut ini.

8
f-d
oo 21 B 42 B
X = X+ =67+| 0 |=67-105=6595
Y

Berdasarkan hasil tersebut, ternyata diperoleh nilai rataannyayaitu 65,95.

1.3

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Diketahui data: 5,7,9,6,4,3,2,1.
Hitunglah rataan hitungnya.

2. Hitunglah rataan hitung datadi bawahini.

Data 3 4 5 6 7 8
Frekuensi 4 5 7 8 12 3 1

3. Nilai matematikadari dua puluh siswadi kelas X1 1PA adalah sebagai berikut:

65 75 66 8 73 75 68 67/ 5 77
70 71 60 55 65 63 60 70 70 66

Tentukan rataan hitung (mean) dari data tersebut.
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4. Tentukan mean dari data berikut:

Tinggi Badan (cm)
150-154

f

5

155-159 6
160 - 164 10
7

2

165-169
170-174

5. Dari pengukuran berat badan terhadap
50 siswa kelas X1 |PA digambarkan
seperti tabel di sampingini.

Tentukan rataan dengan menggunakan
rataan sementara 57.

Berat (kg) Frekuens
50 -52 4
53-55 8
56 — 58 20
59 -61 10
62 — 64 8

6. Diketahui suatu datayang digambarkan pada histogram sebagai berikut.

15

=
(4]
L

10 10

Frekuensi
-
o

5
|
MJ_,

42 47 52 57 62 67

Nilai

Berdasarkan histogram di atas, tentukan rataannya.

b. Median

1) Maedian untuk data tunggal

M edian adalah suatu nilai tengah yang telah diurutkan. Median dilambangkan
Me. Untuk menentukan nilai Median data tunggal dapat dilakukan dengan

cara

a) mengurutkan datakemudian dicari nilai tengah,

b) jikabanyaknyadatabesar, setelah data diurutkan, digunakan rumus:

. k jil: Me=
Untuk n ganji e x%ml)
Xn + Xn g
» Untuk n genap: Me = 2 22

Keterangan: x, = data pada urutan ke-
2

2

N setelah diurutkan.
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Untuk |ebihjelasnya, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Dari datadi bawah ini, tentukan mediannya.

1. 2,54,56,7,5928,4,6,7,8

2 Nilai 2 3 4 5 6 7 8 9
Frekuensi 3 5 6 8 12

Penyelesaian
1. Datadiurutkan menjadi:
2,4,4,5 55 6,6 7,788 9

l
Me

Jadi, mediannyaadalah 6.
2. Banyaknyadatan =50 (genap), digunakan rumus:

+
Mezx%) X%)+l:X25+X26 :6+6=
2 2 2

2) Median untuk data bergolong

6

Jika data yang tersedia merupakan data bergolong, artinya data itu
dikelompokkan ke dalam interval-interval kelas yang sama panjang. Untuk
mengetahui nilai mediannyadapat ditentukan dengan rumus berikut ini.

IN-F
Me=h,+ c f

Keterangan: b, = tepi bawah kelas median

c = lebarkelas

N = banyaknya data

F = frekuens kumulatif kurang dari sebelum kelasmedian
f = frekuens kelasmedian

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Nilai Frekuens Tentukan median dari data tes Matematika
20— 49 2 terhadap 40 siswa kelas X1 IPA yang di-
50 —59 5 gambarkan pada tabel distribusi frekuensi di
60 — 69 14 samping.
70-79 10
80-89 4
90-99 3
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Penyelesaian

Banyaknya data ada 40 sehingga letak

1 Nilai f F kumulatif
mediannya pada frekuensi 5-40 =20. 40 —49 4 4
50-59 5 9
b = 29160 _ o¢ 60-69 | 14 23
2 2 '
_ 70-79 10 33
c =10 80-89 | 4 37
f =14 90-99 3 40
N = 40
F = 9
IN-F 1-40-9
MakaMe= b,+ c f =59,5+ 10 14
20-9
= 595+ 10(?]
= 595+7,86
= 67,36
1.4
Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
Tentukan median dari databerikutini.
1. Data5,5,6,4,3,7,8,9,10,6,4,3,6,8
2. | Nila 56| 78] 9]10
Frekuens 2 12 | 14 6 5 1
3. Skor Frekuensi
52 3
56 6
60 10
64 20
68 40
72 20
76 9
80 2
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4 Tinggi Badan
' (Kelas)
141 - 145
146 — 150
151 -155
156 - 160
161-165
166 — 170

Frekuensi

NNB oo w

5. Data

(Berat Badan) Frekuens

45-47
48 - 50
51-53
54 —56
57 -59
60 - 62
63 -65

B
NNEBERooN

Modus

Modusialah nilai yang paling sering muncul atau nilai yang mempunyai frekuensi tertinggi.
Jika suatu data hanya mempunyai satu modus disebut unimodal dan bilamemiliki dua
modus disebut bimodal, sedangkan jika memiliki modus lebih dari dua disebut
multimodal. M odus dilambangkan dengan Mo.

1) Modus data tunggal

Modusdari datatunggal adalah datayang sering muncul atau datadengan frekuens
tertinggi. Perhatikan contoh soal berikutini.

Contoh soal
Tentukan modus dari data di bawah ini.
a 2,1,4,1,1,5,7,8,9,5,5,10

b. Nilai Frekuens
5
10
14
6

5

00~NO 01~
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2)

Penyelesaian

a.

1,1,1,2,4,5,5,5,7,8,9,10

Data yang sering muncul adalah 1 dan 5. Jadi modusnya adalah 1 dan 5.
Berdasarkan datapadatabel, nilai yang memiliki frekuens tertinggi adalah 6.
Jadi, modusnya adalah 6.

Modus data bergolong

M odus data bergol ong dirumuskan sebagai berikut:

d,
M0=b0+| d1+d2

Keterangan: b, = tepi bawah kelas median

| = lebar kelas (lebar kelas)
d, = sdlisih frekuensi kelas modus dengan kel as sebelumnya
d, = selisih frekuens kelas modus dengan kelas sesudahnya

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Tentukan modus dari tabel di bawah ini.

Nilai Frekuens
50-54 2
55-59 4
60 — 64 6
65— 69 18
70-74 9
75-79 15
80-84 6

Penyelesaian
Frekuensi modusnya 18, kelas modusnya 65— 69, dan tepi bawah frekuensi modus

(b) = 64,5
d = 18-6=12
d, = 18-9=9
| =695-645=5
Mo = b+( et )I =645+( 12 )5 - 645+ 2 .5
o'\ d+d, ' 12+9 To21

64,5+ 2,86 = 67,36
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Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.5

1. Tentukan modusdari datadi bawah ini.

a. 2,4,3,6,7,8,2,6,7,52,1,5

b. 895,6,8,21,34,5

2. Hasil pengukuran daun anthurium diperol eh data sebagai berikut.

Ukuran (cm) 31 34 4,2 4,9 51 55 6,5
Frekuensi 4 6 12 15 7 3 2
Tentukan modusnya.
Dalam mengerjakan soal Matematika yang Nilai Frekuens
sukar terhadap 25 siswa diperoleh waktu > >
dalam menit seperti terlihat pada tabel di 5 6
samping. Tentukan modusnya. ) 10
11 4
14 3

Tentukan modus dari data tinggi badan 40 anak yang disgjikan pada tabel di

bawahini.
Tinggi (cm) | Frekuens
119 -127 3
128 - 136 6
137 -145 10
146 - 154 11
155-163 5
164-172 3
173-181 2

2. Ukuran Letak

30

Selain ukuran memusat, ada jugayang disebut ukuran letak. Adapun ukuran letak
meliputi: kuartil (Q), desil (D), dan persentil (P).

Kuartil (Q)

Seperti yang sudah dibahas sebelumnya, bahwa median membagi datayang telah
diurutkan menjadi duabagian yang samabanyak. Adapun kuartil adalah membagi
datayang telah diurutkan menjadi empat bagian yang sama banyak.
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1)

. . . 1 .
+ bagian + bagian + bagian 7 bagian

/ N
f

Xmin Q1 (52 Qs Xmaks

Keterangan: x .= dataterkecil
x = data terbesar

maks

Q, = kuartilke-1
Q, = kuartil ke-2
Q, = kuartil ke-3

Kuartil data tunggal

Untuk mencari kuartil data tunggal telah dibahas pada sub bab statistik lima
serangkai. Pada sub bab ini akan diberikan rumus yang lebih mudah jika data

yang disgjikan |ebih banyak.
Letak dari Q, dirumuskan sebagai berikut.

i(n+1)

Letak Q = —

Keterangan: Q = kuartil ke-i
n = banyak data

Contoh soal

1.

Tentukan Q,, Q,, dan Q, dari data: 3,4,7,8,7,4,8,4,9,10,8,3,7, 12.

Penyelesaian
Datayangtelah diurutkan: 3, 3, 4,4,4,7,7,7,8,8,8, 9, 10, 12.

Letak Q, adalah; X14+D) _15_ 33 opingga
4 "4 s
_ 3
Q = x+ 4 (X4_X3)
= 4+3(4-4=4
Letak Q, adalah: 2(114_1) :%: 7% sehingga:

Q, = X+ 5 (=)
= 7+3@-7n=7
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Letak Q, adalah: M = ﬁ = 111 sehingga:
4 4 4
— 1 -g+ 1
Q3 - X11+4(X12_X11)_8+4(9_8)
- gl
= 87
= 825

Jadi Q =4,Q,=7,Q,=825.

2. Daam suatu tes terhadap 50 siswa didapat tabel frekuensi tunggal sebagai
berikut.

Nila 2 3 4 5 6 7 8 9
Frekuens 3 5 6 8 12 6 7 3

Berdasarkan data di atas, tentukan kuartil ke-2.

Penyelesaian

Banyaknya data 50.
1 1
Letak Q2=X25+ E(XZS_XM) = 6+ 2 (6-6)
- 1
= 6+ 5 0
= 6

Jadi kuartil ke-2 adalah 6.

2) Kuartil data bergolong

Menentukan letak kuartil untuk databergol ong, caranyasamadengan datatunggal.
Nilai kuartil dirumuskan sebagai berikut.

IN-F
4
Qizbi+|[ f ]

kuartil ke-i (1, 2, atau 3)
tepi bawah kelas kuartil ke-i
banyaknya data
frekuensi kumulatif kelas sebelum kelas kuartil
lebar kelas
f = frekuensi kelaskuartil
Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Keterangan: Q,

b
N
F
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Contoh soal

Tentukan Q, (kuartil bawah), Q, (median), dan Q, (kuartil atas) dari data tes
Matematika terhadap 40 siswa kelas X1 1PA berikut ini.

Nilai Frekuens
40-49 4
50-59 5
60 —-69 14
70-79 10
80-89 4
90-99 3

Penyelesaian

Nilai Frekuens | F kumulatif

40— 49 4 4

50 — 59 5 9

60 — 69 14 23 —> Q. Q,
70-79 10 33 —> Q
80— 89 4 37

90 — 99 3 40

Letak Q, pada frekuens = %-40 = 10 di kelas 60 — 69,

iN 1-40
T_F

-9
_ _ 4 _ 10-9
Ql-b1+l( f ]—59,5+10 1 —59,5+10( 14 )

= 595+ ﬁ = 59,5+ 0,07 = 59,57

Letak Q, pada frekuensi = 40 = 20 di kelas 60 69,

N_p 210 4

> 20-9
Q, =b2+|{4f ]= 59,5+ 10 4 ___ =59,5+10(T)

14

= 59,5+7,86 = 67,36

Letak Q, pada frekuensi = %-40 =30di kelas 70 — 79.

N -F -3 30-23
Q, =b,+1 f = 69,5+ 10 BETEEE 69,5+ 10 10
= 69,5+7= 76,5
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3) Jangkauan interkuartil dan semi interkuartil

a) Jangkauan adalah selisih antaranilai terbesar dan nilai terkecil, dilambangkan
dengan J.

J=x_, —X

maks min

b) Jangkauaninterkuartil (H) adalah sdlisih antarakuartil ketigadan kuartil pertama:

H=Q3_Q1

c¢) Jangkauan semi interkuartil (Q,) atau simpangan kuartil dirumuskan:

Q= 5(Q,-Q)

d) Langkah (L) adalah satu setengah dari nilai jangkauan interkuartil:

L=3(Q-Q)aau L=3H

b. Desil dan Presentil Data Tunggal

1) Desil untuk data tunggal
Jkamedian membagi datamenjadi duabagian dan kuartil membagi datamenjadi
empat bagian yang sama, maka desil membagi data menjadi sepuluh bagian
yang sama besar.

Xw D, D, Db D, D, D, D, D, D, X

4 5 9 maks

Sehinggaletak dari D, (desil ke-i) diringkas.

i(n+1)

Letak D, di urutan data ke-

Keterangan: D, = desil ke-i
i 1,2,3,...,9
n banyaknya data
Perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Diketahui data: 9, 10, 11,6, 8,7, 7,5, 4, 5. Tentukan:
1. deslke-2,
2. desil ke-4.
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2)

Penyelesaian
Datadiurutkan: 4,5,5,6,7,7,8,9, 10, 11

2(10+1) :2:2,2
10 10
D, terletak pada urutan ke-2,2 sehingga: D, = X, + 0,2 (X, — X,).

Jadi D,= 5+0,2(5-5)=5+0=5,0.

Letak desil ke-2 diurutan data ke-

4(10+1) 44

10 10
D, terletak pada urutan ke-4,4 sehingga: D, = x, + 0,4 (X, —X,).
Jadi D,=6+0,4(7-6)=6+0,4=6,4

Letak desil ke-4 di urutan data ke- 4,4.

Persentil untuk data tunggal
Jikadatadibagi menjadi 100 bagian yang sama, makaukuran itu disebut persentil.
L etak persentil dirumuskan dengan:

Letk P, di uruten data ke- U1
100
Keterangan:P, = persentil ke-i
i = 1,23...,9
n = banyaknya data

Untuk |ebih jelasnya, pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Diketahui: 9,10, 11,6, 8,7, 7,5, 4, 5, tentukan persentil ke-30 dan persentil ke-75.
Penyelesaian
Datadiurutkan: 4,5,5,6,7,7,8, 9,10, 11
3(10+1) 330
= =33

Letak persentil ke-30 di urutan data ke-

100 100
Py, =%+03(X,—x)=5+03(6-5)=53
Jadi, P, = 5,3.
. . 75(10+1)
Letak persentil ke-75 di urutan data ke- 0 - 8,25
P, =X, +0,25(x,—X) =9+ 0,25 (10-9) = 9,25
Jadi, P, = 9,25.
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c. Desil dan Persentil untuk Data Bergolong

Nilai desil ke-i dari databergolong dirumuskan sebagai berikut.

f =
b =
| =

Keterangan:

D = desilkei

n = banyak data

F = frekuensi kumulatif kelas sebelum

kelasdesil

frekuensi kelasdesil
tepi bawah kelas
|ebar kelas

Biladatadibagi menjadi 100 bagian yang samamaka ukuran itu disebut per sentil.

Letak dari persentil dapat dirumuskan dengan: P, =

persentil ke-i dari data bergolong dirumuskan sebagai berikut.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Diketahui data padatabel bergolong di samping.
Dari data tersebut tentukan:

a. desilkel
b. desil ke-9
c. persentil ke-25
d. persentil ke-60

Penyelesaian

X f F kumulatif
41-45 3 3
46 -50 6 9
51-55 16 25
56 —60 8 33
61-65 7 40

i(n+1 .
100 Sedangkan nilai
Keterangan:
P, = persentil ke-i
b tepi bawah
n banyaknya data
F = frekuensi kumulatif kelas sebelum
kelas persentil
f = frekuens kelaspersentil
| = |lebarkelas
X f
41 -45 3
46 -50 6
51-55 16
56 — 60 8
61 -65 7
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a. Letak D, = 4 yaitu pada data ke-4 dan kelas D, = 46 — 50 sehingga diperol eh:

1-40
10 "3 4-3
D, = 455+ |10 5 = 45,5+u.5
1 6 6
= 455+0,83
= 4633
_9-40 _ . _ . . .
b. LetakD,= 0 = 36 yaitu datake-36 dan kelas D, = 61 — 65 sehinggadiperoleh:
9-40
5 = eoss| 10 Dl e, (362395
5 - ] 7 - ’ 7
= 605+213
= 6263
C. Letak P, = %-40 = 10 yaitu pada data ke-10 dan kelas P, = 51 — 55 sehingga
diperoleh:
25-40
100 -9 10-9
P, = 505+ 15 5 =505+ 16 5
= 50,5+0,31
= 5081
_ 60 40 — _ _ .
d. Letak Peo= 700 = 24, yaitu pada data ke-24 dan kelas P, = 56 — 60 sehingga
diperoleh:
60-40
_ 100 %
P, = 555+ 3 5
555+ [ 222 s
= +
’ 8
= 555-0,625
= 54825
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Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
1.

38

1.6

Tentukan Q,, Q,, dan Q, dari data berikut:
a. 2,546,348
b. 4,9,12,6,3,11,7,2

Tentukan Q,, Q,, dan Q, dari data berikut:

Nilai Frekuens

5
6
10
15
9
6
2

O©oo~NOOTh~W

Diketahui data sebagai berikut.

10 12 15 33 38 40 42 43 43
53 54 5% 57 58 58 59 60 62
Tentukan:
a Q,Q,danQ,

b. jangkauaninter kuartil (H);

c. jangkauan semi inter kuartil (Q,);
d. langkah(L).
Diketahui data seperti padatabel di samping.
Data f Tentukan Q., Q,, dan Q
41 -45 3 v ¥
46 — 50 6
51-55 10
56 - 60 12
61 —65 5
66 — 70 4
Dalam pengukuran berat badan terhadap
Ber a(tklz)a dan f 80 siswa kelas XI |PA seperti digambarkan
tabel di samping.
PP M Tentukan kuartil bawah (Q.), median (Q),
45 _ 49 16 dan kuartil atas (Q,).
50-54 25
55-59 15
60 — 64 9
65— 69 1

46
64

48 48 48 50 52
65 68 84 8 9%
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6. Dari data: 14, 12, 8, 6, 15, 10, 2, 9, 4, 3, tentukan:

a. desil ke-2, c. persentil ke-30,
b. desil ke-4, d. persentil ke-75,
7. Berat Badan (kg) Frekuens

41 -45 3

46 -50 6

51-55 16

56 —60 8

61 -65 7
Berdasarkan data yang disgjikan padatabel di atas, tentukanlah:
a. desil ke-5, c. persentil ke-34,
b. deslke-8, d. persentil ke-79.

3. Ukuran Penyebaran

Ukuran pemusatan yaitu mean, median dan modus, merupakan informasi yang
memberikan penjelasan kecenderungan data sebagai wakil dari beberapa data yang
ada. Adapun ukuran penyebaran data memberikan gambaran seberapa besar data

menyebar dari titik-titik pemusatan.

Ukuran penyebaran meliputi jangkauan (range), simpangan rata-rata (deviasi rata-

rata) dan simpangan baku (deviasi standar).

a. Jangkauan (Range)

Ukuran penyebaran yang paling sederhana (kasar) adalah jangkauan (range) atau

rentangan nilai, yaitu selisih antara data terbesar dan data terkecil.

1) Range data tunggal
Untuk range datatunggal dirumuskan dengan:

szmaks—x

min

Pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Tentukan range dari data-data di bawah ini.
6,7,3,4,8,3,7,6,10, 15, 20
Penyelesaian
Dari datadi atasdiperoleh x , . =20danx . =3
Jadi,R = Xx_, . —X .
=20-3 =17
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2) Range data bergolong

Untuk data bergolong, nilai tertinggi diambil dari nilai tengah kelas tertinggi
dannilai terendah diambil dari nilai kelasyang terendah.

Contoh soal

Tentukan range dari tabel berikut ini.

Nilai Frekuens
3-5 3
6-8 6
9-11 16
12-14 8
15-17 7
18-20 10

Penyelesaian

Nilai tengah kelasterendah = ~2° = 4
Nilai tengah kelastertinggi = > 52> = 19

Jadi, R =19-4=15.

b. Simpangan Rata-Rata (Deviasi Rata-Rata)
Simpangan rata-rata suatu data adalah nilai rata-ratadari selisih setiap datadengan
nilai rataan hitung.
1) Simpangan rata-rata data tunggal
Simpangan rata-rata data tunggal dirumuskan sebagai berikut.

10 Keterangan:

~n g’ ’ SR = simpangan rata-rata
n = ukurandata
X, = datake-i dari datax, X, X;, ..., X,
X = rataan hitung

Perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Diketahui data: 7, 6, 8, 7, 6, 10, 5. Tentukan simpangan rata-ratanya.
Penyelesaian
7+6+8+7+6+10+5 49

Y = = — =
7 7 !

L {7-71+16-71+18=7+[7-7|+[6-7|+[10- 7|+ |5 -7}

SR

%{I0I+I—1I+I1|+I0I+I—1I+I3I+I—2I}
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(0O+1+1+0+1+3+2)

|
~o Nl

- 14
=15

2) Simpangan rata-rata data bergolong
Simpangan rata-rata data bergolong dirumuskan:

;fi\x—i\

>

i=1

R =

Pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Tentukan simpangan rata-rata pada tabel berikut ini.

Nilai Frekuens
141 - 145 2
146 — 150 4
151 -155 8
156 — 160 12
161 —-165 10
166 — 170 4

Penyelesaian

Nilai fi Xi fi- X |Xi—Y| fi|Xi—Y|
141145 2 143 286 145 29
146 — 150 4 148 592 9,5 38
151 —155 8 153 | 1.224 45 36
156-160 | 12 158 | 1.89 05 6
161-165 | 10 163 | 1.630 55 55
166 — 170 4 168 672 10,5 42

Jumlah 40 6.300 260

i

fi- %
.5 6.300
X = g = 255" =1575
2
i=1
6 p—
20X e
Jadi, R= " =5,15.
40
2 f
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c. Simpangan Baku (Deviasi Standar)

Sebelum membahas simpangan baku atau deviasi standar, perhatikan contoh berikut.
Kamu tentu tahu bahwa setiap orang memakai sepatu yang berbeda ukurannya.
Ada yang berukuran 30, 32, 33, ..., 39, 40, dan 41. Perbedaan ini dimanfaatkan
oleh ahli-ahli statistika untuk melihat penyebaran data dalam suatu populasi.
Perbedaan ukuran sepatu biasanya berhubungan dengan tinggi badan manusia.

Seorang ahli matematika Jerman, Karl Ganss mempelajari penyebaran dari
berbagai macam data. |a menemukan istilah deviasi standar untuk menjelaskan
penyebaran yang terjadi. Saat ini, ilmuwan menggunakan devias standar atau
simpangan baku untuk mengestimasi akurasi pengukuran. Deviasi standar adalah
akar dari jumlah kuadrat deviasi dibagi banyaknya data.

1) Simpangan baku data tunggal
Simpangan baku/deviasi standar datatunggal dirumuskan sebagai berikut.

untuk n < 30 atau merupakan data sampel

untuk n > 30 atau merupakan data popul asi

n
Catatan: n= », f;
i=1

Rumustersebut dapat puladiubah ke bentuk berikut ini.

i=1

n(n-1

nE‘I xf—(ii

2
s= } untuk n < 30 atau merupakan data sampel

2

oS- 5%]

s=|— = untuk n > 30 atau merupakan data populasi
n

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Dari 40 siswakelas X1 1PA diperolehnilai yang mewakili adalah 7, 9, 6, 3, dan 5.
Tentukan simpangan baku dari data tersebut.
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Penyelesaian
7+9+6+3+5 _ 30

X=—"1%5 ~ 576
Nilai () Xi— X (x — X)? X2

3 -3 9 9
5 -1 1 25
6 0 0 36
7 1 1 49
9 3 9 81

30 20 200
2 <-\2

Y (% =X)

i=1

_ 120 _ _
= g7 = J5 =224

Atau dengan menggunakan rumus berikut ini.

nEXi_[EX} _ [5-(200)—900
n(n-1) - 5(5-1)

_ [1000—-900

=\ 54

100

20

5
2,24
Jadi ragam =5 dan simpangan baku = 2,24.

n-1

[7)]
1

2) Simpangan baku data bergolong
Simpangan baku data bergolong dirumuskan berikut ini.

untuk n < 30 atau merupakan data sampel

2”‘1‘ f.(x —%)?

n

untuk n > 30 atau merupakan data popul asi
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Rumus di atas dapat pula diubah ke bentuk berikut ini.

n§‘1 fixz—(gfix)z

n(n-1

s= untuk n < 30 atau merupakan data sampel

ny fx - f X

2
X
s= i=1 ('—1 ) untuk n > 30 atau merupakan data sampel
n2

Untuk |ebihjelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Nilai Frekuens Hasil tesMatematika30 siswakelas X | | PA seperti
uens ditunjukkan padatabel di samping.
13 : i 4 g Berdasarkan data tersebut, tentukan simpangan
15-19 11 bakunya
20-24 6
25-29 2

Penyelesaian

Nilai | f, T'“k&‘;”gah fix | x=% | (= %02 fi(xi- )2 |
1
5-9 3 7 21 -9,33( 87,05 261,15 147
10-14 8 12 96 -4,33 18,75 150 1.152
15-19 | 11 17 187 0,67 0,45 495 | 3.179
20-24 | 6 22 132 | 567 | 3215 | 1929 | 2904
25-29 2 27 54 [ 10,67 | 113,85 227,17 1.458
Jumiah | 30 290 8367 | 8.840

= /27,89
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Atau dapat digunakan rumus ke-2 sebagai berikut:

(7))
1

né fi (X)z_(g fi-x }

r.]2

\/30-8-840— (490)°
30°

_ \/265.200— 240.100
B 900

25.100 _
500 =./27,88
= 5,28

d. Ragam atau Variansi

Jika simpangan baku atau deviasi standar dilambangkan dengan s, maka ragam
atau varians dilambangkan dengan s2.

Buatlah kelasmu menjadi beberapa kel ompok untuk mengerjakan tugas berikut.
Tentukan ragam dari data :

a 632118

b. Nilai Frekuensi
20— 48 7
49 - 57 12
58— 66 10
67—75 8
76—84 4
8593 2

1.7

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan simpangan rata-rata dari data berikut:
a. 6,8,11,3,2
" b 24621
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2. Tentukan simpangan baku dari data:

46

a 3,11,2,8,6
b. 4,6,5,7,3
Umur Frekuensi Data umur dgri 30 orang disgjikan pada
tabel di samping.
1-5 2
6-10 7 Tentukan:
11-15 5 a. devias standar,
16 -20 9 b. varians.
21-25 6
Berat Badan _ Data berat badan 30 siswa disgjikan
(kg) Frekuens padatabel di samping.
2613 B gg g Tentukan:
3135 9 a devllas.standar,
36— 40 6 b. varians.
41-45 3
46 —50 2

Statistika adalah cabang dari Matematika terapan yang mempunyai cara-cara
mengumpulkan dan menyusun data, mengolah dan menganalisis data, serta
menyajikan data dalam bentuk kurva atau diagram, menarik kesimpulan,
menafsirkan parameter dan menguji hipotesa yang didasarkan pada hasil
pengolahan data.

Diagram garis

Penygjian data statistik dengan menggunakan diagram berbentuk garis lurus
disebut diagram garislurus atau diagram garis.

Diagram lingkaran

Diagram lingkaran adal ah penyajian data statistik dengan menggunakan gambar
yang berbentuk lingkaran.

Diagram batang
Diagram batang menunjukkan keterangan-keterangan dengan batang-batang
tegak atau mendatar dan sama lebar dengan batang-batang terpisah.

Diagram batang daun
Diagramini terdiri dari duabagian, yaitu batang dan daun. Bagian batang memuat
angka puluhan dan bagian daun memuat angka satuan.
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10.

12.

13.

14.

Diagram kotak garis

Data statistik yang dipakai untuk menggambarkan diagram kotak garis adalah
statistik lima serangkai, yang terdiri dari data ekstrim (data terkecil dan data

terbesar), Q,, Q,, dan Q..
Histogram adal ah diagram batang yang batang-batangnya berimpit.

Poligon frekuensi adalah garis yang menghubungkan titik-titik tengah puncak-

puncak histogram.
Ogive ada dua macam yaitu ogive naik dan ogive turun.
Rataan

2%
a. Datatungga: X = ':;
z fi-x

b. Databergolong: X = =

z fi n

= z fi : dl
c. Rataan dengan rataan sementara: X = X+

2
M edian data bergolong =1
IN-F
Me=b+1 f

Modus data bergolong

M odus adal ah ukuran yang sering muncul.

dl
Mo=b+| d +d
1 2

Kuartil databergolong

Q =b+l f

Jangkauan kuartil ; J,=Q,—-Q,

Jangkauan semi interkuartil: Q, = % (Q,-Q)

Desil dan persentil

- _i(n+1)
Desil: D, = 10
i-n
TO_F
D,=b+l f
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_i(n+D
i~ 100

Persentil: P
i-n
100 F
P=Db+l f
15. Range
R= Xmaks_xmin

16. Simpangan rata-rata (deviasi rata-rata)

1 -
Untuk datatunggal: SR= HZM—X‘

i=1

M-

fi|%—X|

3

i=1

1

Untuk databergolong: SR = -

17. Simpangan baku (deviasi standar)
a. Untuk datatunggal

s= atau
untuk n< 30
2
nE‘I X —(2‘1 X )
s= -1 atau
untuk x < 30 untuk n> 30
b. Untuk databergolong
DIRTCEE ok
gau s =\
untuk n< 30 untuk n> 30
2 2
ngfixz—(éfix) “gﬂ’ﬁz—(g-X)
s= nn-1) atau  s= >
untuk x < 30 untuk n > 30
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Pilinlah salah satu jawaban yang paling tepat.

Dari jumlah lulusan suatu SMA yang diterima
di Perguruan Tinggi Negeri tahun 1996 —
2003 disajikan dalam diagram di samping.
Menurut diagram garis di samping, prestasi
yang paling buruk terjadi padatahun ....

a. 1996-1997 0
b. 1998-1999

c. 1999-2000

d. 2000 - 2001

e. 2002 —-2003

100 ~
80 1
60 -
40 A
20 1

jumlah siswaditerima

96 97 98 99 '00 'Ol '02 '03 '04
Tahun

Dari 400 siswa diperoleh data tentang pekerjaan orang tua/wali. Data tersebut jika
disgjikandalam dlagram lingkaran sebagai berikut. Berdasar datadl bawahini, pernyataan

yang benar adalah ..

a. jumlah PNS12orang

b. jumlah wiraswasta 90 orang e W rashesta )

c. jumlah pedagang 135 orang E

d. jumlah TNI/Polri 27 orang o 13 )
. TNI/Polri  Pedagang  /

e. jumlah TNI 15 orang

Jikarata-rata nilai ujian padatabel di bawah ini samadengan 6, makaa=....

Nilai Ujian 3 4 8 9
Frekuens 10| 5 6 3 6
1 4
a 96 d. 96
1 2
b. 9 3 e 9%
1
C. 95
Q=5 Q=62 Q=73
Perhatikan diagram kotak garis di samping. |
Dari diagram kotak garistersebut nilai jang- 31 78
kauan dan jangkauan semi interkuartil m” = ™ 5 -
berturut-turut adalah ....
a. 41dan10 d. 47dan10
b. 47dan11 e. 47dan10,5
c. 235dan10,5
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Nilai rata-ratadari datayang ditunjukkan  frekuensi
oleh grafik di sampingini adalah .... a5
a. 56 b
25
b. 6 250"
c. 66 L1 M R B ——-
d 7 P TR RS SR S 5
e. 76
5 6 7 8 9 Nila
Hasil tes Matematika terhadap 20 siswa
digambarkan pada diagram batang daun Batang Daun
di samping. Banyaknya siswa yang 3 1o
memperoleh nilai <5 adalah .... 4 35
a 2 5 2,7,9
b. 4 6 3,4
c. 7 7 4,5,8,9
d 9 g ; g 3,67
e. 13 :
Median dari data pada tabel di sampin
adalah ... P Ping Interval Frekuensi
1-5 8
a. 1.8 6-10 12
b. 1283 11-15 15
c. 1383 16-20 8
d 1217 21-25 7
e. 14,35
Modusdari datayang disajikan padatabel .
distribusi frekuensi di samping adalah.... Interval Frekuens
a. 5918 S0 - 54 4
) ’ 55-59 8
b. 60,12 60— 64 14
c. 6512 65— 69 35
70-74 27
d 6812 75-79 9
e. 68,18 80-84 3
Interval | Frekuens Kuartil t_)a\_/vah dz_;lri data yang disajikan pada tabel
frekuensi di samping adalah ....
30-39 1 6.9
40 - 49 3 a %
50 — 59 11 b. 66,6
60 — 69 21 c. 662
70-79 43 d. 661
80-89 32 -
90— 99 9 e. 660
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10.

12.

13.

14.

15.

Nilai Frekuens Rata-rata data pada tabel di sasmping jika dipilih rata-
51 —60 8 rata sementara 75,5 adalah ....
61-70 16 a. 675
71-80 24 b. 695
81-90 20 c. 715
91-100 12 d 76
e 77

Data penimbangan berat badan terhadap 10 siswa dalam kg adalah : 50, 39, 36, 42, 34,
50, 47, 39, 44, 4. Nilai statistikalimaserangkai dari datatersebut adalah ....

a. 34,38,41,47,50 d. 33,38,41,47,50

b. 34,39,41,48,50 e. 33,38,42,48, 50

c. 34,39,42,47,50

Diketahui data: 23, 22, 29, 32, 21, 24, 24, 23, 25, 30, 31, 26, 27, 27, 28, 24, 25, 31, 26, 26,

27,28, 30, 29, 28, 29, 28, 26, 27, 27. Jikadibuat interval kelas dengan tepi bawah 19,5
dan lebar kelas 3, maka banyak interval adalah ....

a4 d 7
b. 5 e. 8
c. 6

Nilai dari D, dan D, (D = desil) dari datadi bawah ini berturut-turut adalah ....

40 42 46 53 58 60 62 63 63 66 68 68 68 70O 72
73 74 76 77 78 78 79 80 8 84 8 8 NV R2 X%

a. 63,5dan88,9 d. 65,5dan 89,5
b. 63,9dan89,8 e. 66,4 dan 89
c. 65,4 dan 88
f
Modus dari data pada histogram di 10
samping adalah .... 8
a. 250 5
b. 255 .
c. 260 5
d. 265
e. 270 135 185 235 285 335
Nilai Frekuens Simpangan kuartil dari datadi samping adalah ...
40 - 48 4 a 2
49 - 57 12 b. 18
e N
76 -84 4 d 12
85—93 2 e 9
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16.

17.

18.

19.

12.

52

Jangkauan dari data: 54, 59, 63, 71, 53, 63, 71, 75, 78, 80, 83 adalah ....

a 30 d 15

b. 29 e. 10

c. 20

Persentil ke-75 dari data: 8, 6, 4, 3, 2, 9, 10, 15, 12, 14 adalah ....
a 1l d. 12,75

b. 11,5 e 13

c. 12,5

Simpangan baku dari data: 7,5, 6,5, 7, 6, 8, 4, 8, 4, 6 adalah ....

2 2
b. 1—21\/% e 1
11
C. %ﬁ

Diketahui datax, = 3,5; X, = 5,0; X, = 6,0; dan x, = 7,5; x, = 8,0 maka simpangan baku
dari kelima datatersebut (deviasi standar) adalah ....

ao d. 1,64
b. 0,94 e 6
c. 10

Diketahui datadi sampingini. Berat Badan | Frekuens

Simpangan baku dari tabel di samping adalah .... 21-50 1

a 643 d o1 51—60 7
61-70 10

b. 742 e /86 71-80 6

c. 46 81-90 2

. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

Databanyak kendaraan yang parkir tiap duajam dari pukul 06.00 sampai 18.00 disgjikan
dalam tabel sebagai berikut.

Pukul 06.00 | 08.00 | 10.00 | 12.00 | 14.00 | 16.00 | 18.00
Kendaraan 0 14 18 20 12 8 16

a. Gambarlah data tersebut dalam diagram garis.
b. Perkiraan banyak kendaraan yang parkir antara pukul 11.00 —13.00.
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Nilal ujian suatu mata pelagjaran adal ah sebagai berikut.

Nilai

6

-

8

10

Frek

3 5

6

1

Jika nilai siswa yang lebih rendah dari rata-rata dinyatakan tidak lulus, tentukan

banyaknyasiswayang tidak lulus.

Diketahui diagram batang daun hasil tes Matematika di kelas X1 |PA sebagai berikut.

Batang Daun
9 1
8 2,7,8
7 3,4,6
5 1,337
4 4
3 2,3,5

a. Tentukanjumlah siswayang ikut tes Matematika.

b. Tentukan nilai terendah dalam tes Matematika.
c. Tentukannilai tertinggi yang dicapai dalam tes.

4. Nilai Erekuens Dari data di samping, tentukan rataannya dengan
menggunakan rataan sementara.
31-40 5
41-50 8
51-60 17
61-70 20
71-80 15
81-90 20
91 -100 15
Data Frekuens | Dari datadi samping, tentukan modusnya.
1-5 4
6-10 5
11-15 10
16 -20 12
21-25 3
26 — 30 1
6. Diketahui (.Jlat.aseperti padatabel di samping. Interval Erekuensi
Tentukan nilai: 50— 152 5
a D, D, 155 - 159 25
b. P, P, 160 - 164 65
165 - 169 92
170-174 100
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7. Tentukan median dari datayang disgjikan padatabel distribusi frekuensi di bawahini.

Interval

40 - 49
50 -59
60 — 69
70-79
80 -89
90 - 99

=
ANV S NR|

8. Q=52 Q.=62 Q=73
31 78

40 50 60 70 80

Dari diagram kotak garis di atas tentukan:
a. jangkauan, dan
b. jangkauan semi interkuartil.

9. Berat badan siswakelas X1 IPA disgjikan pada tabel berikut.

Berat Badan | Frekuens

40-43 5

44 — 47 9

48 -51 16

52 - 57 8

58 -61 6
Tentukan:
a. dsatistik limaserangkai,
b. hamparan.

10. Tentukan simpangan baku dari datayang disgjikan dalam tabel di bawahini.

Berat Badan | Frekuens
43 - 47 5
48 -52 1
53 -57 9
58 —62 6
63 —67 4
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Peluang

Aturan Perkalian, Permutasi, dan Kombinasi dalam ¥
Pemecahan Masalah

Ruang Sampel Suatu Percobaan M
Peluang Suatu Kejadian dan Penafsirannya ¥

Pada era demokrasi saat ini untuk menduduki suatu jabatan tertentu selalu
dilakukan dengan pemilihan, bahkan untuk menjadi ketua karang taruna juga harus
dilakukan dengan pemilihan. Andaikan ada 5 calon ketua karang taruna yaitu Amin,
Banu, Cory, Dadang, dan Erni, berapakah peluang Banu untuk menjadi ketua karang
taruna?

Istilah peluang banyak digunakan dalam kejadian yang terjadi dalam kehidupan
sehari-hari. Pada bab ini, kamu akan mempelajari kaidah pencacahan dan sifat-
sifat peluang dalam pemecahan masalah serta berbagai hal yang terkait dengannya.

Peluang 55



Peluang

\

4

|

l

Menggunakan aturan perkalian
permutasi dan kombinasi

Menentukan ruang
sampel suatu percobaan

Menentukan peluang suatu
kejadian dan penafsiran

A4

N

Aturan perkalian Permutasi
R Atu_ra}n N Nota5|_
pengisian permutasi
tempat
Notasi Permutasi
faktorial siklis
Permutasi jika
N ada unsur
yang sama
« faktorial
e permutasi
 permutasi siklis
* kombinasi
* binomial

* peluang kejadian
« frekuensi harapan

Kombinasi

Notasi
kombinasi

Binomial
Newton

» komplemen suatu kejadian
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Definisi
peluang suatu
kejadian

Kisaran nilai
peluang

Frekuensi
harapan

Peluang
komplemen
suatu kejadian

Peluang dua
kejadian saling
asing

Peluang dua
kejadian saling
bebas

Peluang
kejadian
bersyarat




Aturan Perkalian, Permutasi, dan Kombinasi dalam
Pemecahan Masalah

1. Aturan Perkalian

a. Aturan Pengisian Tempat

Dalam kehidupan sehari-hari sering kita mendengar istilah semua kemungkinan
yang terjadi dalam suatu percobaan. Misalnya, seorang siswa tiap kali ulangan
nilainya selalu kurang baik, adakah kemungkinan siswa itu naik kelas?

Contoh soal
1. Tono mempunyai 3 buah baju berwarna putih, cokelat, dan batik. la juga
memiliki 2 buah celana warna hitam dan putih yang berbeda. Ada berapa
pasang baju dan celana dapat dipakai dengan pasangan yang berbeda?
Penyelesaian
Hitam — Putih, Hitam

Putih
< Cokelat Putih, Cokelat

—— Batik, Hitam
Batik, Cokelat

Hitam ——— Cokelat, Hitam
Coklat <
Cokelat Cokelat, Cokelat

Jadi banyaknya pasangan baju dan celana secara bergantian sebanyak
3 x 2 =06 cara.

Dengan aturan jumlah:
Warna atau jenis baju warna celana  pasangan baju dan celana

_ hitam (h .h
putih (p) ——> {cokelagt()C) :: EB C))
hitam (h ,h

cokelat (¢) ———> {C(Ijlienl]agt ()c) :: Eg cg
. hitam (h) (b, h)
batik (b)) ——> {cokelat(c) :: (b, )

Jadi banyaknya pasangan baju dan celana secara bergantian sebanyak
2+2+2=6cara
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2. Seorang ingin membuatkan plat nomor kendaraan yang terdiri dari
4 angka, padahal tersedia angka-angka 1, 2, 3, 4, 5 dan dalam plat nomor itu
tidak boleh ada angka yang sama. Berapa banyak plat nomor dapat dibuat?

Penyelesaian

Untuk menjawab pertanyaan tersebut marilah kita pakai pengisian tempat
kosong seperti terlihat pada bagan berikut.

Dibuat 4 buah kotak kosong yaitu kotak (a), (b),

a b ¢ d (c) dan (d) sebab nomor kendaraan itu terdiri dari

4 angka.
a b c d Kotak (a) dapat diisi angka 1, 2, 3, 4, atau 5 sehingga
5 ada 5 cara.

Kotak (b) hanya dapat diisi angka 5 — 1 = 4 cara
5 4 karena 1 cara sudah diisikan di kotak (a).

job]
(o
(]
o

Kotak (c) hanya dapat diisi angka 5 — 2 = 3 cara
5 4 3 karena 2 cara sudah diisikan di kotak (a) dan (b).

job]
(o
o
o

Kotak (d) hanya dapat diisi angka 5 — 3 = 2 cara
karena 3 cara sudah diisikan di kotak (a), (b),
dan (c).

Jadi, polisi itu dapat membuat plat nomor kendaraan sebanyak 5 x 4 x 3 x 2 =120
plat nomor kendaraan.

a b c d
5 4 3 2

Dari contoh tersebut dapat disimpulkan, jika persoalan pertama dapat diselesaikan dengan
a cara yang berlainan dan persoalan kedua dapat diselesaikan dengan b cara yang
berlainan, maka persoalan pertama dan kedua dapat diselesaikan dengan a x b cara.

2.1

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Untuk menuju kota C dari kota A harus melewati kota B. Dari kota A ke kota B
melewati 4 jalur dan dari kota B ke kota C ada 3 jalur. Dengan berapa jalur Budi
dapat pergi dari kota A ke kota C?

2. Amir mempunyai 5 kaos kaki dan 3 sepatu yang berlainan warna. Dengan berapa
cara Amir dapat memakai sepatu dan kaos kaki?
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3. Badu mempunyai 5 baju, 3 celana panjang, dan 2 topi yang berlainan warna.
Ada berapa pasangan baju, celana panjang, dan topi dapat dipakai?

4. Darilimabuahangka?2, 3,5, 7, dan 9 akan disusun menjadi suatu bilangan yang
terdiri dari 4 angka. Berapa banyak bilangan yang dapat disusun jika:
a. angka-angka boleh berulang,
b. angka-angkanya tidak boleh berulang?

b. Notasi Faktorial

Faktorial adalah hasil kali bilangan asli berurutan dari 1 sampai dengan n.

Ingat!!

Untuk setiap bilangan asli n, didefinisikan:
N=1x2x3x..x(MNn-2)x(n-1)xn
lambang atau notasi n! dibaca sebagai n faktorial untuk n > 2.

Definisi:
nt =1x2x3x..x(n-2)x(n-1)xn atau
nN=nx(n-1)xnN-2)x..x3x2x1
Untuk lebih memahami tentang faktorial, perhatikan contoh berikut.
Contoh soal
Hitunglah nilai dari:
71 8!
1. 6! 3. Z 5. 31 % 6!
5!
2. 3Ix21 4. sz!
Penyelesaian
1. 6!=6x5x4x3x2x1 =720
2. 31x21=3x2x1 x2x1=6x%x2=12

7! Tx6x5x4x3x2x1

3. ﬂ_ Ax3x2x1 =7x6x5=210
4 51 31 Ex4x3x2x1 3x2x1= 5x6=30
. — X3lz—— x3x2%x1=5x%x6=
41 4x3x2x1
8! 8x7x6x5x4x3x2x%x1 8x7
5. = = =28

31 X 6! T 3xoxix6x5x4x3x2x1 6
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2.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Hitunglah:
5!
a. 6!-3! d. 5 x 41
Lot 121
6! ST
c. 5I'x2l
2. Nyatakan dalam notasi faktorial.
3x4x5x%x6 d 987
. X4 x5x .
a 1x2x3
b. 15x14x13x12x11 Sx4x3
. X X X X .
€ 1x2x3
8x7x6x5
Ix2x3x4
3. Buktikan:
1 1 3 5 1 10 1
a. ———=— d ———+—=—
31 41 4] 71 6! 8! 7!
1 1 21 8 1 5 2
b. —+—=— e. —t———=—
51 31 5l 8! 6! 71 7!
1 1 15 10
C. —Ft———=—
2! 41 51 4]
. ... nl — -2)!
4, Canlahn,pkaﬁzl.

(n=1!

2. Permutasi

a. Notasi Permutasi

Seorang pengusaha mebel ingin menulis kode nomor pada kursi buatannya yang
terdiri dari 3 angka, padahal pengusaha itu hanya memakai angka-angka 1, 2, 3, 4,
dan 5. Angka-angka itu tidak boleh ada yang sama. Berapakah banyaknya kursi
yang akan diberi kode nomor?
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Untuk menjawab hal tersebut marilah kita gambarkan 3 tempat kosong yang akan
diisi dari 5 angka yang tersedia.

Kotak (a) dapat diisi dengan 5 angka yaitu angka 1, 2, 3, 4, atau 5.

Kotak (b) dapat diisi dengan 4 angka karena 1 angka sudah diisikan di kotak (a).
Adapun kotak (c) hanya dapat diisi dengan 3 angka, sehingga banyaknya kursi
yang akan diberi kode adalah 5 x 4 x 3 = 60 kursi. Susunan semacam ini disebut
permutasi karena urutannya diperhatikan, sebab 125 tidak sama dengan 215
ataupun 521.

Permutasi pada contoh ini disebut permutasi tiga-tiga dari 5 unsur dan dinotasikan

dengan Py atau P,

5P3 =5x4x3
=5x(5-1)x(5-2)
=5x(5-1)x...x(5-3+1),

Secara umum dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

55 atau P, sehingga:

Banyaknya permutasi dari n unsur diambil r unsur dinotasikan:

P=nn-1)(n-2)(n-3) ... (n-r+1)

Atau dapat juga ditulis:

i (n=-r)(n-r-1)...3-2-1
P =n(n-1)(n-2)..(n-r+1) (-r)(n-r-1)...3.21

_ nin-H)(n-2) ... n-r+)(n-r)(n-r-1)...3-2:1
N (n-r)(n-r-1)...3-2-1

_ n(n-)(n-2)...3-2-1
" (n-n(n-r-1)..3-21

n!
T

n!
P (n—r)!
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Buatlah kelompok-kelompok dalam kelasmu, kemudian buktikan:
P, =nl
or=1

Cocokkan hasilnya dengan kelompok yang lain.

Selanjutnya, adakan diskusi tentang materi ini.

Untuk lebih memahami tentang permutasi, pelajarilah contoh berikut.

Contoh soal
1. Tentukan nilai dari:

a. 4P,
b. P,
Penyelesaian
4 P = gt _8 87654321
&3 (8-3! b5l 5-4.3-2-1
=8-7-6=336
b P = 41 =£=4~3-2-1
a4 (4-4)1 0! 1
=24

2. Tentukan nilai n bila P, = 20.

(n-1) 2
Penyelesaian

o oP, =20
(n=1!
(n—1-2)1 =%
(n=1!
(n—3)1 -0

(n-HY(n-2)...3-2-1
(n=3)(n—4)...3-2.1 ~
(n-1)(n-2) =20
n-2n-n+2 =20
n-3n+2-20 =0
n?-3n-18 =0
n-6)(n+3) =0

20
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n-6=0 atau n+3=0
n =6 atau n =-3
Karena n bilangan positif maka n = 6.

Permutasi Jika Ada Unsur yang Sama

Untuk menghitung banyaknya permutasi jika ada unsur yang sama, marilah kita
lihat contoh berikut.

Berapakah banyaknya bilangan yang dapat disusun dari angka 2275 apabila tidak
boleh ada angka-angka yang sama. Untuk menjawab soal tersebut dapat
dipergunakan bagan di bawabh ini.

o 7-5 2275
27 5-7 957
» _2-5 27125 |
T o522 am2
g 2-7 2527
S 7-2 2572
> Sama
7-5 2275 -
o2 5-7 s |
, o, 2-5 25
T s-2 o2
L s 2-7 2527
S7-2 2572
2-5 7225
20 5.2 mm2
~  Sama
s 2-5—T225 |/
<— 2 5.5 7om
e 2-2 1522 g
2.2 7522
2.7 527 |
2 T1-2 w2 .
y > oama
5/ 2-7 5221
<— 2 <30 oors b
2-2 5722
7 o o e Sama

Sehingga banyaknya permutasi 2275 ada 12 cara.

Dari contoh dapat dijabarkan 4 x 3 = 12 atau permutasi 4 unsur dengan 2 unsur
41

sama ditulis: P Secara umum permutasi n unsur dengan p unsur sama dan ¢

plq!

unsur sama ditulis:
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Banyaknya permutasi n unsur yang memuat k, I, dan m unsur yang sama dapat

n!

ditentukan dengan rumus: | P= ————
k! 1T m!

Contoh soal
1. Berapa banyak kata dapat disusun dari kata:
a. AGUSTUS
b. GAJAH MADA
Penyelesaian
a. AGUSTUS
Banyaknya huruf = 7, banyaknya S = 2, banyaknya U = 2
7! 7-6-5-4.3.2-1
PEoT T 2121
b. GAJAH MADA
Banyaknya huruf =9, banyaknya A =4

=1.260

9! 9.8.7-6-5-4-3-2:1
T 4.3.2.1
2. Berapa banyak bilangan 7 angka yang dapat disusun dari angka-angka:
a. 4,4,4,5/55,dan7
b. 2,2,4,4,6,6dan8
Penyelesaian
a. 4,4,4,5,5,5dan7
banyaknya angka = 7, banyaknya angka 4 = 3, banyaknya angka 5 = 3

=15.120

o 7! _7~6~5-4-3-2-1_140
3131 3.2.1.3.2.1
b. 2,2,4,4,6,6, dan8

banyaknya angka = 7, banyaknya angka 2 = 2, banyaknya angka 4 =2
dan banyaknya angka 6 = 2

o 71 7654321
212121 2.1.2.1.241

c. Permutasi Siklis

Permutasi siklis adalah permutasi yang cara menyusunnya melingkar, sehingga
banyaknya menyusun n unsur yang berlainan dalam lingkaran ditulis:
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n_!: n(n-)(n-2)....3-2-1

=(n-1)(n-2)....321=(n-1)!

n n
atau P iy = (N = 1)!
Contoh soal

Pada rapat pengurus OSIS SMA X dihadiri oleh 6 orang yang duduk mengelilingi
sebuah meja bundar. Berapakah susunan yang dapat terjadi?

Penyelesaian

P ):(6—1)!=5!=5><4><3xz><1:120

siklis

2.3

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Tentukan nilai dari:
a. P

5 3

b. ,P

4" 4

c. P -.P

6 4 5 2

d. oP, % P

10" 3
Tentukan n jika diketahui:
a. P, =10 P, C. w.yP.=20

n 5 (

b. P =P, d P,=6

(n+1

Tersedia angka-angka 1, 2, 3, 4 akan dibentuk bilangan dengan empat angka
tanpa memuat angka yang sama. Berapa banyak bilangan yang dapat dibentuk?

Dari 7 siswa akan dipilih 4 siswa untuk menjadi pengurus kelas, yaitu ketua,
wakil ketua, sekretaris, dan bendahara. Berapa banyak susunan pengurus apabila
setiap calon pengurus mempunyai kemungkinan yang sama untuk dipilih dan
tidak ada pengurus yang rangkap?

Berapa banyak bilangan yang terdiri dari 6 angka yang dapat dibentuk dari angka-
angka berikut?

a. 223456 c. 123123

b. 112278 d. 555566

Berapa banyak susunan huruf yang dapat disusun dari huruf-huruf berikut?
a. UNSUR c. STATISTIKA

b. GUNUNG d. MATEMATIKA

Terdapat 7 siswa sedang belajar di taman membentuk sebuah lingkaran. Ada
berapa cara mereka duduk dengan membentuk sebuah lingkaran?
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3. Kombinasi

66

Notasi Kombinasi

Pada waktu kenaikan kelas dari kelas X ke kelas XI, siswa yang naik akan
memasuki jurusan masing-masing. Ada yang IPA, IPS, maupun Bahasa. Oleh karena
itu, diadakan perpisahan kelas dengan jalan berjabat tangan. Kita contohkan ada 3
siswa saling berjabat tangan misalkan Adi, Budi, dan Cory. Ini dapat ditulis Adi-
Budi, Adi-Cory, Budi-Adi, Budi-Cory, Cory-Adi, Cory-Budi. Dalam himpunan Adi
berjabat tangan dengan Budi ditulis {Adi, Budi}. Budi berjabat tangan dengan Adi
ditulis {Budi, Adi}. Antara {Adi, Budi} dan {Budi, Adi} menyatakan himpunan
yang sama, berarti keduanya merupakan kombinasi yang sama. Di lain pihak Adi —
Budi, Budi — Adi menunjukkan urutan yang berbeda yang berarti merupakan
permutasi yang berbeda.

Dari contoh dapat diambil kesimpulan:
Permutasi = Adi-Budi, Adi— Cory, Budi—Adi, Budi— Cory, Cory — Adi, Cory — Budi
= 6 karena urutan diperhatikan
Kombinasi = Adi- Budi, Adi - Cory, Budi — Cory
= 3 karena urutan tidak diperhatikan
Sehingga

. 6 permutasi
Kombinasi =3 = > = Y

Jika kombinasi dari 3 unsur diambil 2 unsur ditulis:

_ah 3
L2 T 5T 2 3-2)!
Secara umum dapat disimpulkan bahwa:
Banyaknya kombinasi dari n unsur yang berbeda dengan setiap pengambilan dengan

runsur ditulis C7', nC_atau C  _, adalah:

P
g

n!
(n=r)!r!

]
nC, =

Perhatikan contoh soal berikut untuk lebih memahami tentang kombinasi.

Contoh soal

1. Hitunglah nilai dari:
a. 7C3 C. M
b 7C2 X 5Cl 6C4
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Penyelesaian

. C = 70 7 7-6:54.3.2.1
©7T38 T 3 (7-3)! 3141 3.2.1.4.3-2.1
7! 51 71 5l
bh. C x C =

= X = X—
2 T s T 721 (B! 2151 41
7.6-5-4.3.2.1_5-4-3-2-1

= X = 21 x5=105
2.1.5.4.3.21 4.3.2.1 *
6! S! 6! 5!
X ARV
6Co%sCy  _ 21(6-4)! 2(5-2)! _ 2141”2131
6Cs B 6! 6l
41(6—4)! 4121

6-5-4-3-2-1)(5-4-3-2-1
_ 214321 21.3.21 =15><10 - 10

6-5-4-3-2-1 15

4.3.2:1.2-1
Dalam pelatihan bulutangkis terdapat 10 orang pemain putra dan 8 orang pemain
putri. Berapakah pasangan ganda yang dapat diperoleh untuk:
a. gandaputra
b. gandaputri
c. ganda campuran

Penyelesaian
a. Karenabanyaknya pemain putraada 10 dan dipilih 2, maka banyak cara ada:
100 10! 10-9-8..3-2-1 10-9

0C 21(10-2)! 218! 2.1.8:7..3-2:1 2

=45 cara

b. Karenabanyaknya pemain putri ada 8 orang dan dipilih 2, maka banyaknya
cara ada:
8! 8! 8-7-6-5-4-3-2-1

C, = = = = 28 cara
2!(8-2)! 26! 2-6-5-4-3-2°1

c. Gandacampuran berarti 10 putra diambil satu dan 8 putri diambil 1, maka:

10— 281! 19l 171 - oucara

Cl x 8C1 =

10

Berapa banyaknya nomor telepon yang terdiri dari 7 angka dapat dibuat
dengan 4 digit awalnya adalah 0812, tiga digit sisanya saling berbeda dan
bukan merupakan bilangan-bilangan 0, 3, atau 5, serta digit terakhirnya bukan
angka 9.
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Penyelesaian
0812 . . .tiga digit terakhir bukan bilangan 0, 3, atau 5 maka P, serta digit

I 5l
terakhir bukan angka 9 maka dikurangi P — P’ — P/ = % - % =100

Jadi banyaknya nomor telepon adalah 100 buah.

b. Binomial Newton (Pengayaan)

Kamu perlu mengingat kembali mengenai susunan bilangan-bilangan yang dinamakan
segitiga Pascal, seperti bagan berikut.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

dan seterusnya

Dari bagan itu dapat ditulis dalam koefisien binomial atau suku dua sebagai berikut,
misalkan x dan'y.

(x+y)l=x+y

(x+y)=x2+2xy+y?

(X+yP=x*+3x%y+3xy*+y°

(X+Y)=x+4Cy +6xy2+4xy3+y

(X+y)P=x>+5x%y+10x3%2+ 10X +5xy*+y°

x+y)r=..
Tetapi ada metode lain yang lebih mudah diterapkan untuk mencari koefisien binomial
yaitu dengan menggunakan C ; sehingga dapat ditulis sebagai berikut.

r?

(x+y)! > n=1 1C 1G4

(x+y)? > n=2 2Co 2C1 2Cy

(x+y)’ > n=3 3Co 3C1 3Cy 3C5

x+y) > n=4 1Co 4C1 4Co 4C3 4Cy4
> n=5 5Co 5C1 5C2 5C3 5C4 5Cs

(x+ y)°

maka (X +y)" Cox'yo+ Coxttyt+ o+ C x0y"
Coxt-1+ Coxvmtyt+ .0+ C -1y
Coxt+ Coxtyt+ o+ C oy
z‘,nckxnikyk

k=0

(x+y)r
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Jadi teorema binomial Newton dapat dirumuskan sebagai berikut.

n

(x+yr= 2aCx"Y

k=0

Untuk lebih memahami teorema binomial Newton, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal
1. Jabarkan tiap binomial berikut ini.
a. (x+y) b. (x+2y)*
Penyelesaian
3
a. (x+y) = 2 sCxX* Y
k=0
3C:O.)(S—O.yo + 3C1'X3_1'y1 + 3C2.X3—2.y2 + 3C3.X3—3.y3
1x31 + 3Xzy+ 3xy2 + 1.X0.y3
X3+ 3x%y + 3xy?2+ 1-1-y3
X3+ 3x%y + 3xy? + y°

4
b, (x+2y)*= D, 4Cext-kyk

k=0

= 4C0 . X4—0 . (2y)0 + 4C1 . X4—l . (2y)1 + 4C2 . X4—2 . (2y)2 +
4C3 . X473 (2y)3 + 4C4. X4—4. (2y)4
1.X4 + 4X32y + 6X2.22.y2 + 4X23y3 + 1124y4

x* + 8x3y + 24x% y? + 32xy® + 16y*

2. Tentukan suku ke-4 dari (2x + 3y)°®.

Penyelesaian
6

2 6Ci (2)°7 (3y)*

k=0

= Gy @00 B+ Oy (@0 () + €, (0% (B +
6C3' (2X)52- (3y)® + 604' (2x)8 -4 (3y)* + ecs' (2X)5 -5+ (3y)° +
ece' (2x)° 8- (3y)®

(2x + 3y)®

Jadi suku ke-4 adalah = C,- (2x)°~*- (3y)*
«Cy (2% (3y)°

6!
- ——————— . 923.y3.123.4,3
= g 2y
!
= ara 82

20-8x3-27y3 = 4.320x%3
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24

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Jabarkan bentuk-bentuk binomial berikut.

a. (x+2)3 c. (2x - 3y)*
b. (1-2x)° d (By-2)y»
2. Tentukan koefisien suku x® dari bentuk-bentuk binomial berikut.
a. (2x+y)y c. (x-23y)°
b. (3+2x)° d. (2-3x)*
3. Tentukan koefisien suku x? y? dari bentuk-bentuk binomial berikut.
a. (x+y) c. (3x-2y)*
b. (2x + 3y)? d. (Fx-Lyy
4. Carilah suku ke-3 dari bentuk-bentuk binomial berikut.
a. (x+ 2y c. (1-3x)P°
b. (2x + 1)° d (£-x)*
5. Carilah tiga suku pertama bentuk-bentuk binomial berikut.
a. (3x+ 1) c. (x- %)4
b. @+ 3) d. (x- 1)

Ruang Sampel Suatu Percobaan

Himpunan dari semua hasil yang mungkin pada suatu percobaan disebut ruang sampel,
yang biasa ditulis dengan notasi S dan setiap anggota dari S disebut titik sampel.

1. Menentukan Banyak Kemungkinan Kejadian dari Berbagai
Situasi

Misalkan kita mengambil sebuah dadu maka sisi-sisi sebuah dadu akan terlihat
banyaknya titik ada 1, 2, 3, 4, 5, dan 6. Jadi ruang sampelnya adalah {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Apabila kita melambungkan sebuah dadu sekali maka kemungkinan angka yang muncul
adalah 1, 2, 3, 4, 5, atau 6. Kita tidak dapat memastikan bahwa angka 5 harus muncul
atau angka 2 tidak muncul.

Jadi kemungkinan munculnyaangka 1, 2, 3, 4, 5, atau 6 dalam suatu kejadian adalah
sama. Misalnya, pada percobaan pelambungan sebuah dadu sekali. Jika A adalah kejadian
muncul bilangan prima, maka A adalah 2, 3, dan 5 dan jika B kejadian muncul bilangan
lebih besar dari 5 maka B adalah 6.
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2. Menuliskan Himpunan Kejadian dari Suatu Percobaan

Untuk menuliskan kejadian dari suatu percobaan diketahui dengan himpunan.

Misalnya dalam pelemparan sebuah mata uang sekali, maka ruang sampel S = {A, G}.
A merupakan sisi angka dan G merupakan sisi gambar.

Contoh soal

1.

Pada percobaan pelemparan sebuah dadu sekali, A adalah kejadian muncul bilangan
prima dan B adalah kejadian muncul bilangan lebih besar dari 3, A®, dan B¢ masing-
masing merupakan komplemen dari A dan B. Nyatakanlah A, B, A%, dan B€ dalam
bentuk himpunan.

Penyelesaian

S={1,2 3, 4,5,6} AC ={1, 4, 6}
A={2,3,5} B°={1,2, 3}
B ={4, 5, 6}

Diketahui 3 buah mata uang logam mempunyai sisi angka (A) dan sisi gambar (G),
dilempar sekali. Jika P adalah kejadian muncul dua gambar dan Q adalah kejadian
muncul tiga angka, nyatakan P dan Q dalam bentuk himpunan.

Penyelesaian

Jika S merupakan ruang sampel maka:
S = {AAA, AGA, GAA, GGA, GAG, AGG, AAG, GGG}

P adalah kejadian muncul dua gambar, maka:
P = {GGA, GAG, AGG}

Q adalah kejadian muncul tiga angka, maka:

Q = {AAA}

2.5

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Tuliskan ruang sampel dari kejadian berikut.
a. Pelambungan dua buah uang logam.

b. Pelambungan sebuah dadu.

¢. Pelambungan tiga uang logam sekaligus.
d. Pelambungan dua buah dadu sekaligus.

Diketahui dua buah mata uang logam dilambungkan sekali. P adalah kejadian
muncul dua gambar dan Q kejadian muncul satu angka. Nyatakan P dan Q
dalam bentuk himpunan.
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3. Diketahui tiga buah mata uang dilambungkan sekali. Nyatakan dalam sebuah
himpunan kejadian-kejadian berikut.
a. Kejadian muncul 0 angka.
b. Kejadian muncul 1 angka.
c. Kejadian muncul 2 angka.
d. Kejadian muncul 3 angka.

4. Diketahui dua buah dadu dilambungkan sekali. X adalah kejadian munculnya
mata dadu pertama dan Y adalah kejadian munculnya mata dadu kedua. Nyatakan
dalam sebuah himpunan kejadian-kejadian berikut.

a. Kejadian muncul jumlah mata dadu 10.

Kejadian muncul jumlah mata dadu 12.

Kejadian muncul mata dadu sama.

Kejadian A= {(x,y) | x+y=T7}.

Kejadian B={(x,y) | x=3 }.

Kejadian C = {(x,y) |y =5.

-~ ® 0 0 o

Peluang Suatu Kejadian dan Penafsirannya

1. Peluang Suatu Kejadian

Sebelum mempelajari peluang suatu kejadian, marilah kita ingat kembali mengenai
ruang sampel yang biasanya dilambangkan dengan S. Kejadian adalah himpunan bagian
dari ruang sampel, sedangkan titik sampel adalah setiap hasil yang mungkin terjadi pada
suatu percobaan. Jika A adalah suatu kejadian yang terjadi pada suatu percobaan dengan
ruang sampel S, di mana setiap titik sampelnya mempunyai kemungkinan sama untuk
muncul, maka peluang dari suatu kejadian A ditulis sebagai berikut.

n(A)
P(A) = 1(s)

Keterangan: P(A) = peluang kejadian A

n(A) = banyaknya anggota A

n(S) = banyaknya anggota ruang sampel S
Coba kamu pelajari contoh berikut agar lebih memahami tentang peluang.
Contoh soal

1. Pada pelemparan 3 buah uang sekaligus, tentukan peluang muncul:
a. ketiganya sisi gambar;
b. satu gambar dan dua angka.
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Penyelesaian
a. S={AAA, AAG, AGA, GAA, AGG, GAG, GGA, GGG}
Maka n(S) = 8
Misal kejadian ketiganya sisi gambar adalah A.
A = {GGG}, makan(A) =1
n(A) 1

P(A)=®—8

b. Misal kejadian satu gambar dan dua angka adalah B.
B = {AAG, AGA, GAA}, makan(B) =3

n(B)_3

P(B)=®—8

Dalam kantong ada 6 kelereng merah dan 5 kelereng putih. Jika diambil 4 kelereng
sekaligus secara acak, tentukan peluang terambil:

a. kelereng merah;

b. kelereng putih;

c. 2 merah dan 2 putih;
d. 3 merahdan 1 putih.

Penyelesaian

S = pengambilan 4 kelereng sekaligus.
11! 11! 11-10-9-8-7!

N©)=uCi= qu1—ay a7t 4.3.2.1.71 =330
a. Misal kejadian terambilnya kelereng merah adalah A, maka:
6! 6! 6-5-41
NA)=Co= ae—ay a1z arpg = 15
n(A) 15 1
P(A) = @=ﬁ=§
Jadi, peluang terambil kelereng merah adalah % .

b. Misal kejadian terambilnya kelereng putih adalah B, maka:

5/ 51 5.4l
"B)=Co= nE—ay am ™ am =O
nBe)_5 _1
P(B) = "h(s) 330 66 )
Jadi, peluang terambil kelereng putih adalah —

66

Peluang 73



c. Misal kejadian terambilnya 2 merah dan 2 putih adalah C, maka:

6! 51 6! b5l
N(C) =C, % :C, = J6_2)1 215_2)1 2141 213!
_ 6541543
2141 213l
nC) 150 5
PC)="(s) 330 11

5
Jadi, peluang terambil 2 merah dan 2 putih adalah TR

d. Misal kejadian terambilnya 3 merah dan 1 putih adalah D, maka:

6! 51 _ 6 5 6543 5
D) =C; x €, = 3i6_3)1 NG_1)1 313 1141 3.21-31 11
= 20x5 = 100
n(D) _100 _10
P(D)="y(s) "330 33

10
Jadi, peluang terambil 4 merah dan 1 putih adalah — 33"

2. Kisaran Nilai Peluang

Jika kejadian A dalam ruang sampel S selalu terjadi maka n(A) = n(S), sehingga
n(A)_S
peluang kejadian A adalah: P(A) = n(s) g =1

Contoh soal
Tentukan peluang kejadian-kejadian berikut.
a. Setiap orang hidup pasti memerlukan makan.

b. Dalam pelemparan sebuah dadu, berapakah peluang munculnya angka-angka di
bawah 10?

Penyelesaian

a. Karena setiap orang hidup pasti memerlukan makan, sebab kalau tidak makan
pasti meninggal.

Jadi n(A) = 1 dan n(S) = 1, maka:
n(A)
P(A) = @ =1
b. S={(1,2,3,4,5,6} > n(S)=6
A = munculnya angka-angka di bawah 10
= {1,2,3,4,5,6} > n(A)=6
n(A) 6
PA)="s) 671
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Jika kejadian A dalam ruang sampel S tidak pernah terjadi sehingga n(A) = 0, maka
n(A) 0

peluang kejadian A adalah: P(A) = ﬁzﬁ =0.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Tentukan peluang kejadian-kejadian berikut.

a. Orang dapat terbang.
b. Muncul angka tujuh pada pelambungan sebuah dadu.

Penyelesaian

a. Tidak ada orang dapat terbang, maka n(A) =0
n(A) 0

ns) n(s) =%

Jadi peluang orang dapat terbang adalah 0.

P(A) =

b. Dalam pelambungan sebugah dadu angka tujuh tidak ada, maka n(A) = 0
nA)_ 0
PR ="(s) nes) =0

Dari contoh soal di atas, maka kita dapat menentukan kisaran peluangnya adalah:
Jadi peluang muncul angka tujuh adalah 0.

Frekuensi Harapan Suatu Kejadian

Frekuensi harapan dari sejumlah kejadian merupakan banyaknya kejadian dikalikan
dengan peluang kejadian itu. Misalnya pada percobaan A dilakukan n kali, maka frekuensi
harapannya ditulis sebagai berikut.

F.=nxP(A)

Perhatikan contoh berikut untuk lebih memahami.

Contoh soal
1. Pada percobaan pelemparan 3 mata uang logam sekaligus sebanyak 240 kali,
tentukan frekuensi harapan munculnya dua gambar dan satu angka.

Penyelesaian
S = {AAA, AAG, AGA, GAA, AGG, GAG, GGA, GGG} = n(S) =8
A = {AGG, GAG, GGA} = n(A)=3

F(A) = nxP(A) = 240 x 2@;
= 240 % 3 = 90 kall
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Pada percobaan pelemparan 2 buah dadu sekaligus sebanyak 108 kali, tentukan
frekuensi harapan munculnya A = {(x, y) | x = 3}, x adalah dadu pertama dan y
adalah dadu kedua.

Penyelesaian
S=9{(1,1),(1,2),(3),....,(6,6)} = n(S)=36
A={(3,1),(3,2),(3,3),3,4),3,5,(3,6)} = n(A)=6
F(A) = nxP(A)
n(A)
= MXn(s)
6

108 x 36 = 18 kali

2.6

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Jika sebuah dadu dilambungkan sekali, tentukan peluang munculnya angka-angka:
a. lebihdari4, c. ganjil,
b. kurang dari 3, d. Kkelipatan 3.

Jika sebuah dadu dilambungkan 360 kali, tentukan frekuensi harapan munculnya
angka-angka:

a. genap, c. 8§,

b. prima, d. lebih dari 5.

Dua buah dadu dilepar sekaligus. Jika x dadu pertama dan y dadu kedua, tentukan
peluang terambilnya:

a. A={(xy)|y=3} c. C={(xy)|y=x+1}

b. B={(x,y)|x+y=10}; d. D={(xYy)|x+2y=12}

Dalam suatu kotak terdapat 10 bola, di mana 6 bola berwarna merah dan empat bola
berwarna putih. Jika 2 bola diambil sekaligus, berapakah peluang munculnya bola:
a. merah,

b. putih?

Dalam satu set kartu bridge, berapakah peluangnya jika terambil:
a. kartu As berwarna merah,

b. kartu bernomor yang kurang dari 6,

c. kartu bernomor lebih dari 4?

Dalam sebuah kotak terdapat 10 kartu bernomor 1 sampai 10. Jika diambil satu
kartu secara acak sampai 150 kali, berapakah frekuensi harapan munculnya:

a. nomor ganjil, c. nomor yang lebih dari 7?
b. nomor prima,
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4. Peluang Komplemen Suatu Kejadian
Untuk mempelajari peluang komplemen suatu kejadian, coba perhatikan contoh
berikut.
Contoh soal

Pada pelemparan sebuah dadu sekali, berapakah peluang munculnya:
a. nomor dadu ganijil,
b. nomor dadu tidak ganjil?

Penyelesaian
a. Untuk menjawab permasalahan peluang munculnya nomor dadu ganjil kita lihat
ruang sampel lebih dahulu yaitu S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, maka n(S) = 6.

A adalah jika keluar nomor ganjil yaitu A = {1, 3, 5}, maka n(A) = 3 sehingga

P(A (A -3t
()= nS) 6 2
b. Peluang munculnya nomor dadu tidak ganjil kita sebut A€ (komplemen dari A),
n(A) 3 1
kaA®={2,4,6 A°) = 3, sehi P(A® =—=—
maka { } = n(A° sehingga P(A°) = nS) 6 2

Dari contoh tersebut kita dapat mengambil kesimpulan bahwa:

P(A)+P(A) = 5 + 3 =1
P(A) + P(A%) = 1 atau  P(A) = 1 - P(A)

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Dalam sebuah kotak terdapat bola yang diberi nomor 1 sampai 10. Jika diambil sebuah
bola, berapakah peluang munculnya:
a. nomor prima,
b. bukan nomor prima.
Penyelesaian
a. $={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = n(S)=10
Misalnya munculnya nomor prima adalah A, maka:
A={2,3,57F = n(A)=4
n(A)_4
P(A) = ns) 10 = =04
b. Bukan nomor prima = A®, maka peluangnya = P(A°):
P(A%)=1-P(A)
=1-04 =06
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5. Peluang Dua Kejadian Saling Asing

a.

78

Peluang gabungan dua kejadian (kejadian A atau kejadian B) dapat ditentukan dengan
rumus sebagai berikut.

Misal A dan B adalah dua kejadian yang berbeda S, maka peluang kejadian AUB
ditentukan dengan aturan:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnB)

Contoh soal

Dalam melambungkan sebuah dadu, jika A adalah kejadian munculnya bilangan
ganjil dan B adalah kejadian munculnya bilangan prima. Tentukan peluang kejadian
munculnya bilangan ganjil atau prima!

Penyelesaian

S ={1,2,3,4,5,6}

. N 3
A =bhilanganganjil :{1, 3,5} — P(A) = E A B[S
. . 3 o4
B =bilangan prima : {2, 3,5} —» P(B) = E 2

2
ANB  ={3,5} —» P{AnB}= 5

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

2
Jadi peluang kejadian munculnya bilangan ganjil atau prima adalah 3

Peluang gabungan dua kejadian saling asing (kejadian A atau B di mana A dan B
saling asing)

Karena A dan B saling asing maka AnB = 0 atau P(AnB) = 0
Sehingga: P (AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB)
P(A) + P(B)-0

P (AUB) = P(A) + P(B)

Contoh soal

Dalam sebuah kantong terdapat 10 kartu, masing-masing diberi nomor yang
berurutan, sebuah kartu diambil dari dalam kantong secara acak, misal A adalah
kejadian bahwa yang terambil kartu bernomor genap dan B adalah kejadian terambil
kartu bernomor prima ganjil.
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a. Selidiki apakah kejadian A dan B saling asing.
b. Tentukan peluan kejadian A atau B.

Penyelesaian
a. (AnB) {} maka A dan B salling asing

5
b. S ={1,2,3,4,56,7,8,9, 10} — P(A) :E |i
3
A ={2,4,6,8,10} — P(B) = B
B ={357} — P(AMB) =0

P(AnB) ={}
P (AUB)= P(A) + P(B)

6. Peluang Kejadian Saling Bebas

Jika kejadian A tidak memengaruhi terjadinya kejadian B dan sebaliknya atau terjadi
atau tidaknya kejadian A tidak tergantung pada terjadi atau tidaknya kejadian B. Hal ini
seperti digambarkan pada pelemparan dua buah dadu sekaligus.

A adalah kejadian keluarnya dadu pertama angka 3 dan B adalah kejadian keluarnya
dadu kedua angka 5 maka kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian yang
saling bebas, dan peluang kejadian ini dapat dirumuskan:

P(AnB) = P(A) x P(B)

Coba kamu pelajari contoh berikut untuk lebih memahami tentang kejadian saling
bebas.

Contoh soal

Pada pelemparan sebuah dadu sekaligus. A adalah kejadian keluarnya dadu pertama
angka 3 dan B adalah kejadian keluarnya dadu kedua angka 5. Berapakah peluang
terjadinya A, B, dan AnB.

Penyelesaian

S={(1,1),(,2),(,3),.... ,(6,6)} — n(S)=36
A={3,1),3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)} - n(A)=6
B={(1,5), (2,5),(3,5),(45),(55),(6,5} - nB)=6

nA) 6 1

PA="ns) "36 6
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7.

80

nA)_6_1
PB)="(s) 36 6

P(ANB) = P(A) xP(B) = £ X + = 3=

Peluang Kejadian Bersyarat

Dua kejadian disebut kejadian bersyarat atau kejadian yang saling bergantung apabila
terjadi atau tidak terjadinya kejadian A akan memengaruhi terjadi atau tidak terjadinya
kejadian B. Peluang terjadinya kejadian A dengan syarat kejadian B telah muncul adalah:

P(ANB)

PAB) = —5)

, dengan syarat P(B) = 0

Atau peluang terjadinya kejadian B dengan syarat kejadian A telah muncul adalah:

P(ANB)
P(A)

P(B/A) = , dengan syarat P(A) # 0

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Dalam sebuah kotak terdapat 6 bola merah dan 4 bola putih. Jika sebuah bola diambil
dalam kotak itu berturut-turut sebanyak dua kali tanpa pengembalian. Tentukan peluang
yang terambil kedua-duanya bola merah.
Penyelesaian

_ 6. -]
P(A) = 10° P(B/A) = 9
P(ANB) = P(A) - P(B/A)

6 .5 30 1

“10°9 T 90 T 3
Jadi, peluang yang terambil kedua-duanya bola merah tanpa pengembalian adalah % .

2.7

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Sebuah kartu diambil secara acak dari 52 buah kartu bridge. Tentukan peluang
terambil kartu skop atau kartu berwarna merah.

2. Jika sebuah dadu dilempar sekali, tentukan peluang munculnya angka dadu
bilangan prima atau bilangan genap.

3. Dalam pelemparan dua buah dadu sekaligus, berapakah peluang keluarnya dadu
pertama angka 1 dan dadu kedua angka 4.
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Dalam kantin sekolah terdapat 30 siswa, di mana 12 siswa sedang minum es dan
makan soto, 20 siswa sedang minum es dan makan bakso, sedangkan 3 siswa
hanya duduk. Tentukan peluang yang minum es saja.

Dalam kotak terdapat 10 bola, 5 bola berwarna putih, 1 bola merah dan lainnya
berwarna kuning. Jika sebuah bola diambil secara acak, berapa peluang:

a. terambil bola berwarna kuning,
b. terambil bola tidak berwarna kuning.

Sebuah dadu dilempar satu kali. Tentukan peluang keluarnya bilangan genap,
bila telah diketahui telah keluar bilangan lebih dari 5.

. Aturan pengisian tempat

Jika sesuatu pekerjaan diselesaikan dengan p cara yang berlainan dan sesuatu
pekerjaan lain diselesaikan dengan q cara yang berlainan, maka banyaknya cara
untuk melakukan dua kegiatan itu dapat diselesaikan dengan (p x q) cara.

Faktorial
nNt=n(n-(n-2)(n-3)...3-2-1

Permutasi dari n unsur, pada setiap pengambilan diambil r unsur dirumuskan:

n!
= (n=r)!

Banyaknya permutasi dari n unsur dengan m unsur yang sama dirumuskan:
n!

m!

Permutasi siklis dari n unsur dirumuskan:

P=(-1)
Kombinasi dari n unsur, pada setiap pengambilan diambil r unsur dirumuskan:
n!
C

0 T ri(n—r)!
Bentuk (a + b)" dapat dijabarkan dengan binomial Newton sebagai berikut:
@@+by=,,C b
k=0
Peluang kejadian A jika ruang sampel S adalah:
n(A)
P(A) = ﬁ dimana 0<P(A)<1
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9. Frekuensi harapan munculnya kejadian A dalam n kali percobaan adalah:
F,=P(A) xn
10. Kejadian majemuk
Peluang kejadian A atau kejadian B dinotasikan P(AUB) adalah:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AmB)
Jika AnB = &, maka disebut kejadian saling lepas atau saling asing, sehingga:
P(AUB) = P(A) + P(B)
11. Kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian saling bebas apabila:
P(AnB) = P(A) x P(B)

12. Kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian tidak saling bebas atau
kejadian bersyarat apabila:

P(ANB)
P(A/B) = W dengan syarat P(B) = 0 atau

(AN B)
P(B/A) = W dengan syarat P(A) # 0

Pilihnlah salah satu jawaban yang paling benar.

Dari 5 pria dan 4 wanita akan dipilih 3 pria dan 3 wanita. Banyak cara memilih ada ....
a. 60 d. 20

b. 40 e. 18

c. 24

Banyak sepeda motor yang memakai nomor polisi dengan susunan angka-angka 1, 2, 3,
4 dan 5 dan terdiri atas lima angka tanpa berulang adalah ....

a. 40 d. 240
b. 60 e. 400
c. 120
n!
Nilai n yang memenuhi =11 = 6 adalah ....
a. 2 d. 5
b. 3 e. 6
c. 4
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Suatu rapat diikuti 7 orang yang duduk mengelilingi meja bundar. Banyak cara duduk
adalah ....

a. 270 d. 4.050

b. 460 e. 5.040

c. 720

Koefisien suku yang memuat x° dari (x + y)® adalah ....
a. 20 d. 64

b. 28 e. 128

c. 56

Sebuah kantong berisi 7 kelereng merah dan 5 kelereng kuning. Dari kantong itu diambil
3 kelereng sekaligus secara acak. Banyak cara terambil 2 kelereng merah dan 1 kelereng
kuning adalah ....

a. 103 d. 106
b. 104 e. 108
c. 105

Jika peluang kejadian hujan dalam kurun waktu 30 hari adalah % maka peluang kejadian

tidak hujan dalam kurung waktu 30 hari adalah ....

12 15
a- 30 d- 30
13 16
b- 30 e- 30
14
C- 30

Pada pelemparan dua buah dadu satu kali, peluang munculnya mata dadu berjumlah 8
atau 5 adalah ....

S 1
a. 719 d. 9
1 2
b. 7 e 9
S
T

Tiga uang logam dilempar bersama-sama. Jika A adalah kejadian muncul tepat dua
angka, maka P(A) adalah ....

3 3
a. 7 d. 8
1 S
b. 8 e 3
2
C- 8
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

84

Dua dadu dilempar bersama-sama. Peluang muncul mata dadu pertama 3 dan mata
dadu kedua 5 adalah ....

6 3
a. 36 d. 36
5 1
b. 35 € 36
4
C. 36

Dua buah dadu dilempar bersama-sama. Peluang munculnya jumlah mata dadu 9 atau
10 adalah ....

5 9
a. 36 d. 36
e 11
b. 35 € 3
8
C. 36

Kotak pertama berisi 5 bola merah dan 3 bola kuning. Kotak kedua berisi 2 bola merah
dan 6 bola kuning. Dari masing-masing kotak diambil sebuah bola secara acak. Peluang
terambilnya kedua bola berwarna sama adalah ....

1 9
a. g d. 16
5 7
b. 16 e 3
c 7
© 16

Dari seperangkat kartu bridge diambil secara acak satu lembar kartu. Peluang
terambilnya kartu yang bukan As adalah ....

1 3
a.- 52 d- 13
1 48
b. 13 e 5
S
C- 52

Pada percobaan melempar sebuah dadu sebanyak 600 kali, frekuensi harapan munculnya
bilangan prima adalah ....

a. 250 d. 450

b. 300 e. 500

c. 325

Jika berlaku C, = P, maka nilai n adalah ....
a. 9 d. 27

b. 12 e. 35

c. 15
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16.

17.

18.

19.

20.

Pada suatu tiang diikatkan bendera 4 buah berwarna merah, 2 biru, dan 2 hijau. Setiap
susunan mempunyai arti yang berbeda. Banyaknya susunan yang mungkin adalah ....

a. 70 d. 280
b. 90 e. 420
c. 240

Dari 10 peserta olimpiade matematika yang masuk nominasi akan dipilih 3 nominasi
terbaik secara acak. Banyak pilihan yang dapat dilakukan adalah ....

a. 10 d. 120
b. 20 e. 720
c. 40

Dalam suatu pertemuan ada 30 orang dan saling berjabat tangan. Banyak cara jabat
tangan yang terjadi adalah ....

a. 435 d. 875
b. 455 e. 885
c. 870

Sebuah kantong berisi 6 bola merah, 4 bola putih, dan 8 bola biru. Apabila 3 bola diambil
sekaligus secara acak, peluang terambil 2 bola putih dan 1 bola merah adalah ....

55 3
. 904 d- &g
5 6
b 502 e 17
e
¢ 102

Sebuah kartu diambil dari seperangkat kartu bridge. Peluang terambil kartu As atau
kartu warna merah adalah ....

4 28
a. g4 d. 5
10 30
b. 5> e 5
26
C. 52

. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.

Dari lima buah angka 1, 2, 3, 4, 5 hendak disusun bilangan genap yang terdiri atas tiga
angka. Berapa banyaknya bilangan yang dapat disusun jika angka-angka itu:

a. boleh ada yang sama,
b. tidak boleh ada yang sama.
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Sebuah kantong berisi 7 kelereng merah dan 5 kelereng kuning. Dari kantong itu diambil
3 kelereng sekaligus secara acak. Ada berapa cara pengambilan, jika kelereng yang
diambil adalah:

a. ketiganya berwarna merah,

b. ketiganya berwarna kuning,

c. 2 kelereng berwarna merah dan 1 kelereng berwarna kuning?

Terdapat 10 bola yang diberi nomor 1 sampai 10. Jika diambil 2 bola secara acak dari
kartu itu, berapa peluang terambil 2 bola dengan nomor bilangan prima?

Pada percobaan melempar dua buah dadu sekaligus, tentukan peluang kejadian mata
dadu yang muncul berjumlah lebih dari 4.

Dalam pelemparan dua buah dadu sekaligus, tentukan peluang keluarnya jumlah kedua
mata dadu sama dengan 5 atau jumlah kedua mata dadu sama dengan 10.

Tentukan banyaknya susunan yang berbeda dapat dibuat dari kata:
a. BUKU

b. RATARATA
c. LIMIT

d. KALKULUS
Tentukan n jika:
& (1.9P, =96,

b. 4 P,=24 C,
Diketahui kejadian A dan B adalah kejadian yang saling bebas tetapi tidak saling lepas.

Jika P(A) = 1 dan P(AUB) = £ | hitunglah P(B).

Tentukan koefisien suku ke-5 dari (=2x —y)".

Dalam sebuah kotak terdapat 12 bola merah dan 8 buah bola putih. Jika sebuah bola
diambil dari dalam kotak berturut-turut sebanyak dua kali tanpa pengembalian, tentukan
peluang yang terambil kedua-duanya bola merah.
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Trigonometri

Penggunaan Rumus Sinus dan Cosinus Jumlah Dua Sudut, Selisih 4
Dua Sudut, dan Sudut Ganda

Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan Cosinus ¥

Menggunakan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan Cosinus ¥

Pernahkah kamu berpikir untuk mencocokkan apakah betul tinggi monumen
nasional (Monas) +130 meter? Untuk membuktikannya, kamu dapat menerapkan
konsep trigonometri yaitu menggunakan tangen suatu sudut pada perbandingan
trigonometri. Caranya dengan mengukur besarnya sudut yang terbentuk oleh garis
pandang pengamat ke puncak Monas melaui garishorizonta . Misa nyajikapengamat
berada pada sudut 30°, maka pengamat harus berjalan mendekati Monas sampai
terbentuk sudut 45°. Apabilajarak dari tempat pengamatan pertama sejauh 1 km,
maka dengan aturan sudut ganda pengamat dapat menentukan tinggi Monas. Nah,
padabab ini kamu akan mempel gjari rumus trigonometri dan penggunaannya.

Trigonometri 87



Trigonometri

|

|

Menggunakan rumus Menurunkan rumus Menggunakan rumus
sinus dan cosinus jumlah jumlah dan selisih jumlah dan selisih sinus
dua sudut, selisih dua sinus dan cosinus dan cosinus
sudut, dan sudut ganda
I
\ v i
Rumus cosinus|| Rumussinus | Rumustangen Perkalian sinus dan Merancang dan
jumlah dan jumlah dan jumlah dan cosinusdalamjumlah | =1 membuktikan identitas
selisihdua selisihdua selisih dua atau selisih sinus trigonometri
sudut sudut sudut atau cosinus
| | Menyel esaikan masalah
I\/I_enggunak_an rumus. yang melibatkan rumus
trigonometri dan selisih jumlah dan selisih dua
M enggunakan rumus dua sudut dalam sudut
sinus, cosinus, dan pemecahan masalah
tangen sudut ganda

 sinusjumlah dan selisih sudut

e cosinusjumlah dan selisih sudut
* tangen jumlah dan selisih sudut
 perkalian sinusdan cosinus

* sinussudut ganda

 cosinus sudut ganda

* identitastrigonometri

Membuktikan rumus
trigonometri dari sinus
dan cosinus jumlah dan
selisih dua sudut

Membuktikan rumus
trigonometri jumlah dan
selisih dari sinus dan
cosinus dua sudut
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Penggunaan Rumus Sinus dan Cosinus Jumlah Dua
Sudut, Selisih Dua Sudut, dan Sudut Ganda

1. Rumus Cosinus Jumlah dan Selisih Dua Sudut

Sebelum membahas rumus cosinus untuk jumlah dan selisih duasudut, perlu kamu
ingat kembali pelajaran di kelas X. Dalam segitiga siku-siku ABC berlaku:

P sno sis miring
_ Sisi di dekat sudut A
) 5 cosa = sisi miring
sis di depan sudut A
tano =

~ sisi di dekat sudut A

Selanjutnya, perhatikanlah gambar di samping.
Dari lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan
berjari-jari 1 satuan misalnya,

ZAOB= ZA

«4BOC= «B

_ Sisididepansudut A BC

- AC

_AB
- AC

_BC
- AB

YA

maka ZLAOC= A+ /B

Dengan mengingat kembali tentang koordinat N

Cartesius, maka:

koordinat titik A (1, 0)

koordinat titik B (Cos A, sin A)

koordinat titik C { cos (A + B), sin (A + B)}

a.
b.
c.
d

AC = BD maka AC? = DB?

koordinat titik D { cos (-B), sin (-B)} atau (cosB, —sin B)

{cos(A+B)—-1}2+{sin(A+B)—-0}2={cosB —cos A}?+ {—sin B—sin A}2
cos” (A+B)—2cos(A+B)+1+sin*(A+B)=cosB-2cosBcosA + cos” A +

sn?B+2sinBsinA+sin?A
2—-2cos(A+B)=2-2cosAcosB+2sinAsnB
2cos(A+B) =2(cosAcosB—-sinAsinB)
cos(A+B) =cosAcosB-sinAsinB

Rumus cosinus jumlah dua sudut:

cos(A+B)=cosAcosB-sinAsinB

Dengan cara yang sama, maka:
cos (A —B) = cos (A + (-B))
cos(A—B) =cosAcos(-B) —sinAsin (-B)
cos(A—B) =cosAcosB+sinAsinB
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Rumus cosinus selisih duasudut:

cos(A—-B)=cosAcosB+snAsnB

Untuk memahami penggunaan rumus cosi nusjumlah dan selisih dua sudut, pelgjarilah
contoh soal berikut.

Contoh soal
. . _5 o _ 24
Diketahui cosA = 13 dansinB= 55
cos (A — B).
Penyelesaian
-5 in A= 12
COsSA= 13,makasmA— 13
ing= 24 -1
snB= 25,makacosB— 25
cos(A+B) =cosA-cosB-sinA.-sinB
-5 7 _12 24
~13°25 1325
_ 35 _288__ 253
- 325 325 325
cos(A—B) =cosA.cosB+sinA.sinB

S 71,1224
13'25"'13 25

35,288 _ 323
325 325 325

sudut A dan B lancip. Hitunglah cos (A + B) dan

sSinA=

CosA=

Sudut A dan B lancip, maka

12

13

5
13

2\

mgatt

-
inn— 24

2. Rumus Sinus Jumlah dan Selisih Dua Sudut

Perhatikan rumusberikut ini.

sSn(A+B) = cos{g —(A+B)}

Maka rumus sinus jumlah dua sudut:

90

=cos(g —-A-B)

=cos{(g —A) -B}

= cos(% —A) cosB +sin (% —A)snB

=sinAcosB+cosAsinB

sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB
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Dengan cara yang sama, maka:

sn(A-B) = sin{A+(-B)}
= sinAcos (-B) + cosAsin (-B)
= sinAcosB-cosAsnB
Rumus sinus selisih duasudut: sin(A—B)=sinAcosB—-cosAsinB

Perhatikan contoh soal berikut ini untuk memahami tentang penggunaan rumus sinus
jumlah dan selisih duasudut.

Contoh soal

Diketahui cosAz—% dansinB= 1—53 , sudut A dan B tumpul. Hitunglah sin (A + B) dan
sin (A-B).
Penyelesaian

cosAz—%, makasin A= % (kuadran I1)

snB= 1—53 makacosBz—% (kuadran 11)

sn(A+B) = sinAcosB+cosAsnB
- 3 [ 12 4y 5
= 5 (13)* (5) 13
- _36_20__56 f mgattt
- 65 65 65

sSn(A-B) = sinAcosB-cosAsinB Jika sudut A dan B tumpul,
_ 3(.12) (_4)\5 sinA:%:> cosA:_%
- 5 13 5/ 13

inB= -2 — cosB=-12

. 36,20 __16 Shb=13= 13
a 65 65 65 \

Rumus Tangen Jumlah dan Selisih Dua Sudut

sin (A+B)
cos (A+ B)

tan (A + B)

sin A cosB+cosAsinB
cosAcosB-snAsinB

1
sinAcosB+cosAsSnNB cosA-cosB

= cosAcosB-snAsnB 1
cosA-cosB

Trigonometri 91



92

sin A cosB+cosAsinB

cosA cosB

cosAcosB-sinAsnB
cosA cosB

sinAcosB cosAsnB

+
cosAcosB cosAcosB

cosAcosB sSnAsnB

cosAcosB  cosA cosB

Rumustangen jumlah dua sudut:

tan (A+B) = T AtanB

tan (A-B) = T anAtanB

tan A+tanB

tan A—tanB

sinA+sinB
_ cosA cosB _ tanA+tanB
B snA snB =~ 1-tanAtanB
" cosA cosB

Pelgjarilah contoh soal berikut agar kamu memahami penggunaan rumustangen jumlah
dan selisih dua sudut.

Contoh soal

Tanpamenggunakan tabel logaritmaatau kalkulator, hitunglah tan 105°.

Penyelesaian

tan 105° = tan (60 + 45)°

= {2+ 3)

_ tan60°+tan45°
~ 1-tan60° tan45°
_ 3+l 341 1443
“1-3 T 1-3 1443
_B43+1+V3 44003 4+2f
P32 T 1-3 T
3.1

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Hitunglah dengan rumus sinus jumlah dan selisih sudut berikut.
a. sin 105°
b. sin 75° cos 15° — cos 75° sin 15°
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Hitungl ah dengan rumus cosinus jumlah dan selisih sudut berikut.
a. c0s195°
b. cos58° cos13° +sin58° sin 13°
Diketahui SinA= 3,
a. Tentukantan (A + B)
b. Tentukan tan (A—B)

24

Diketahui £ A dan £ B adalah sudut lancip. Jikacos A = g dan cosB = 25

tentukan:
a. cos(A+B)
b. sin(A-B)

Sederhanakanlah: tan (x + 45°) - tan (x — 45°).

cosB = 1—53 , dan A dan B merupakan sudut lancip.

4. Penggunaan Rumus Sinus, Cosinus, dan Tangen Sudut Ganda

Menggunakan Rumus Sinus Sudut Ganda
Dengan menggunakan rumussin (A + B), untuk A = B maka diperoleh:
sin2A =sin(A+B)
=sinAcosA+cosAsinA
=2sinAcosA

Rumus; sin2A=2sinAcosA

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Diketahui sin A = —1—53, di mana A di kuadran Il1. Dengan menggunakan rumus
sudut ganda, hitunglah sin 2A.

Penyelesaian

PR=x+y = xX2=r2—y?

=13? - (-5)?
=168 - 25
x> =144
X =12, karenadi kuadran |11
COsA= _TX
_ 12
COSA =— 13

Sn2A= 2sinAcosA = 2(—1_53) (—%) - %
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b. Rumus Cosinus Sudut Ganda

Dengan menggunakan rumus cos (A + B), untuk A = B maka diperoleh:
cos2A = cos(A+A)
= coOSACoSA—-sinAsinA
= COPA—-SIMPA ... (D)
atau
cos2A = co A—sin?A g4t
= cos? A—(1—cos? A)
= co? A—1+cos? A sn*A+cos’A=1
= 2co0PA-1 ... 2 \ :

atau

CoS2A cos? A—sin’ A
= (1-sinA)—-sin’ A

= 1-2SMPA ...cc.......(d)

Dari persamaan (1), (2), dan (3) didapat rumus sebagai berikut.

cos2A=cos? A—sin? A
CosS2A=2cosfA-1
cos2A=1-2sin?A

Pelgjarilah contoh soal berikut untuk memahami rumus cosinus sudut ganda.
Contoh soal

Diketahui cos A = —% , di mana A dikuadran I11. Dengan menggunakan rumus
sudut ganda, hitunglah nilai cos 2A.

Penyelesaian
Cos2A = 2cosfA-1
24
= 2-55)-1
_ ., 276 . _ 1152 . _ 527
=265 1= 55 1= 625

¢. Rumus Tangen Sudut Ganda
Dengan menggunakan rumus tan (A + B), untuk A = B diperoleh:
tan2A = tan(A+A)

_ tanA+tanA _ 2tanA
T 1-tanA-tanA T 1-tan®’ A
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2tan A
Rumus: tan 2A = T—tar’ A

Perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Jika o sudut lancip dan cos o, = % , hitunglah tan 2.

Penyelesaian

BC? = AC?- AB? C
= R_/g?
= 25-16=9

BC = 9 =3
BC _

BC _3
AB ~ 4

tan o =

”t 5.3 3
an o >
tan 2o 4 -2
3
4

T 1-tana - 9
3 T

Rumus Sudut Ganda untuk Sin %A, Cos %A, dan Tan %A

Berdasarkan rumus cos 2A = 1 — 2 sin? A dan cos 2A = 2 cos? A — 1, maka dapat

1 1

1
5 2A,da1ta1—A.

A, cos 5

digunakan menentukan rumus sudut ganda untuk sin

Misal 2A=a = A= %u,sehingga:
Cos2A =1-2sin?A

coso =1-2sn? %oc

2sin? 1oc =1-cosa

2
.Zla_l—msa
SR%=7

Lo - 1-cosa
sin 5 -,/72
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Begitu pulauntuk cos 1oc

2
Cos2A = 2cossA-1
coso = ZCOSZ%(X—l
1
2 cos? Eoc = cosa+1
1 _ coso+1
cos? Eoc =5

la _ |coso+1
cos 5 —./72

Dengan cara yang sama didapat:

1 sno 1 1-cosa ,
tan 50 = 7 o5 jika cos o # —1 atau tan 5% = "gno jikasno=#0.
Rumus:

. la_ 1-cosa
sin 5 —,/—2

la _ [coso+1
cos 5 —,fiz

1 sin o

tan Eoc = 1+ cosa’ coso #—-1
1 _1—cosoc .
tan Ea'—sincx ,Sno#0

Untuk |ebihjelasnya, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal
Hitunglah nilai dari:

1. sinl15°
2. cos67,5°
3. tan225°

Penyelesaian

1. sinl15°

1
M1—cos30° _ 1—5\/5 _ [2-43
2 V2 "\ s

22-3
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2. C0s67,5° = 1/%254_1 mgattt
15 sin (180—A)° =sinA
o ——J2+1
o [zeosastHl ) 2 cos (180 — A)° = —cos A
2 2 tan (180 — A)° = —tan A
—f+2 / \ :
1 2
C snay W2 Sz 2
31225 S Trcosds T 1 p T 24042 L 2 2442
2
N2 22—\
T 2442 T 2442 2-2
_ 2J2-2 2(( - _
T o4-2 T =2-1
3.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1

Diketahui sin A= 1 13 ,0<A< 35 1z

a. Tentukannilai dari sin 2A.
b. Tentukan nilai dari cos 2A.
c. Tentukannilai dari tan 2A.

Tanpatabel logaritmadan kalkulator, hitunglah:
a. 2sin75° cos15°

sin 81°+sin 15°

sin 69°—sin 171°

JkasinA= —3 dan Aterletak di kuadran I1, tentukan nilai:

a. sin2A
b. cos?2A

Hitunglah:

a. sn675°
b. cos225°
c. tan15°

Jikacos2A = E dan A sudut lancip, tentukan tan A.
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Bagilah kelasmu menjadi beberapakelompok. Kemudian, buktikan:

sin3A = 3sinA-4sin3A

cos3A = 4cos® A—3cosA

(an3A = 3tan A—tan® A
~ 1-3tan’A

Cocokkan dengan kelompok lain. Adakan tanyajawab materi yang sedang diberikan

Penurunan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan
Cosinus

1. Perkalian Sinus dan Cosinus dalam Jumlah atau Selisih Sinus
atau Cosinus

a. Perkalian Cosinus dan Cosinus

Dari rumusjumlah dan selisih dua sudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut
cos(A+B)=cosAcosB-sinAsinB
cos(A—-B)=cosAcosB+sinAsnB +
cos (A + B) + cos (A—B) =2 cos A cos B

Rumus: 2 cos A cosB =cos (A+ B) + cos (A-B)

Pelgjarilah contoh soal berikut untuk lebih memahami rumus perkalian cosinus dan
cosinus.

Contoh soal

Nyatakan 2 cos 75° cos 15° ke dalam bentuk jumlah atau selisih, kemudian tentukan
hasilnya.

Penyelesaian
2 cos 75° cos 15°

cos (75 + 15)° + cos (75 — 15)°
cos 90° + cos 60°

0+ 3

_ 1

-2
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b. Perkalian Sinus dan Sinus

Dari rumusjumlah dan selisih dua sudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut:

cos(A+B)=cosAcosB-sinAsinB
cos(A—B)=cosAcosB+snAsnB

cos(A+B)—cos(A-B)=—2sinAsinB atau
2sin Asin B =cos (A-B)-cos(A+B)

Rumus: 2sinAsin B =cos(A-B)—cos (A + B)

Agar lebih memahami materi ini, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal

Nyatakan 2 sin 673° sin 223 ke dalam bentuk jumlah atau selisih, kemudian
tentukan hasilnya.

Penyelesaian

28n673°sin223° = cos (675 —223)° —cos (675 +225)°

= co0s45° — cos 90°

_ 1 _ 1
= 2J2 -0 = V2

c. Perkalian Sinus dan Cosinus

Dari rumusjumlah dan selisih duasudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut.
sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB
sin(A—B) =sinAcosB—-cosAsinB +
sn(A+B)+sn(A-B)=2sinAcosB atau
2sinAcosB=sin(A+B)+sin(A-B)

Dengan cara yang sama didapat rumus:

2sinAcosB=sin(A+B)+sin(A-B)
2cosAsinB=sin(A+B)-sin(A-B)

Untuk lebih memahami rumus perkalian sinus dan cosinus, pal gjarilah contoh soal
berikut.

Contoh soal

Nyatakan soal-soal di bawahini kedalam bentuk jumlah atau selisih sinus, kemudian
tentukan hasiinya.

1. sin105° cos 15°

. 1, . 1,
2. S|n127§ sm972
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Penyelesaian

1. sin105° cos 15°

= $(sin120° + sin90)°
= 3(3V3+D)

-1 1
= gV3+5

2. sn 127%05m 97%o = S(2sn1273°sin971 )

= 3 {cos(1275° 973 °) —cos (1275 ° + 973 )}

= % (cos 30° — cos 225°)

= %(cos 30° + cos 45°)

=1 (%\/5 + %ﬁ)
- 1(5+2)
3.3
Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
Sederhanakanl ah:

1.

100

a. 2cos(x+50)° cos (x—10)°
b. 2cos(x+ 20)° sin (x—10)°

Tentukan nilai dari:
a cos120° sin 60°
b. sin 75° cos 15°

Tentukan nilal dari:

a 2sn523°sin73°
b. 2 cos 52%° cos 7%°
Tentukan nilal dari:

a. sin %n cos 1—127c

11 1
b. cos g TCosS gm
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2. Penggunaan Rumus Trigonometri Jumlah dan Selisih Dua Sudut
dalam Pemecahan Masalah

Untuk menentukan sudut-sudut selain 30°, 45°, 60° dan sebagainya (sudut i stimewa)
dapat digunakan tabel logaritma maupun kalkulator. Akan tetapi dapat jugadigunakan
rumus jumlah dan selisih dua sudut istimewa.

a. Rumus Penjumlahan Cosinus
Berdasarkan rumus perkalian cosinus, diperoleh hubungan penjumlahan dalam
cosinusyaitu sebagai berikut.
2 cosAcosB=cos(A+B)+cos(A-B)

Misalkan:
A+B =« A+ B=aqu
A_B:ﬁ + A—Bzﬁ _
2A = a+f 2B =o0-J
A =3+p) B =3(-b

Selanjutnya, kedua persamaan itu disubstitusikan.
2cosAcosB = cos(A+B)+cos(A-B)

2005%(oc+[3) cos% (—P) = cosa +cosP

atau

cosoc+cos|3:2005%(oc+ B) cos%(oc—B)

Perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal

Sederhanakan: cos 100° + cos 20°.

Penyelesaian

c0s 100° + €08 20° =2c0s 5 (100 +20)° cos 3 (100 —20)°
= 2 cos 60° cos 40°
=2 % cos 40°
= cos40°
b. Rumus Pengurangan Cosinus

Dari rumus 2 sin A sin B = cos (A — B) — cos (A + B), dengan memisalkan
A+ B =0 dan A—B =, terdapat rumus:

coso —cosP =-2sin %(oc+ B) sin %(oc—B)
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Perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Sederhanakan cos 35° — cos 25°.
Penyelesaian

cos 35° — cos 25°

—2sin 3 (35 + 25)° sin 5 (35— 25)°
= -2sn30°sin5°

= —2-3sin5°

—sinb°
¢. Rumus Penjumlahan dan Pengurangan Sinus

Dari rumus 2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A — B), dengan memisalkan
A+ B =odan A—B =3, maka didapat rumus:

sno+snB=2sn 3 (o +p)cos 3 (a—P) dan

Sinoc—sin|3=2005%(oc+l3)5in %(OC—B)

Agar lebih memahami tentang penjumlahan dan pengurangan sinus, pelgjarilah
penggunaannya dalam contoh soal berikut.

Contoh soal
1. Sederhanakan sin 315° —sin 15°.
Penyelesaian

sin 315° —sin 15°

2-Ccos % (315+15)°- sin %(315— 15)°
2-c0s165°- sin 150°

205165 3
cos 165°

2. Sederhanakan sin 45° + sin 75°.
Penyelesaian

sin45° +sin 75°

2-sin 3 (45 + 75)° cos 5 (45— 75)°
2-sin 60°- cos (-15)°
2 %\/5 - cos 15°

J3 cos 15°
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d. Rumus Penjumlahan dan Pengurangan Tangen

sin sin
oc+ B

snacosf cosasnf

tano +tan P =

coso.  CosP ~ cOS0.CoSP | cos o cosP

sin o cosB+cosa sin B

cos a. cos B

sin (o +P)

2sin (@ +p)

coso. cosP

2sin (o +P)

= 2coso cosp ~ cos (a+P)+cos (o.—B)

Dengan cara yang sama didapat rumus:

tano +tan f =

tano —tan B =

2sin (0.+B)

cos (o + ) +cos (o —P)

2sin (a—B)

cos (o + ) +cos (o —P)

Perhatikan penggunaan rumus penjumlahan pada contoh soal berikut.

Contoh soal

1. Tentukantan 52,5° —tan 7,5°.

Penyelesaian

tan 52,5° —tan 7,5°

2sin(52,5°~7,5°)

cos(52,5°+7,5°) +cos(52,5° - 7,5°)
2-3V2
1,1
AL

2sin 45
€os 60° + cos 45°

—_
N
N—
—_—
N[
|
N
)
N —

S
N—
—_

=
|
=

S
N —

|

—_

N
+

|
N

ol

N INY T
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2. Tentukan nilai tan 165° + tan 75°
Penyelesaian

2sn (165+75)°
cos (165+ 75)° + cos (165— 75)°
2 sin 450°
cos 240° + cos 90°

tan 165° + tan 75°

3. Membuktikan Rumus Trigonometri dari Sinus dan Cosinus
Jumlah dan Selisih Dua Sudut

Kamu dapat membuktikan persamaan suatu trigonometri dengan menggunakan sinus
dan cosinus jumlah dan selisih dua sudut. Perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal
. . 12 . 4 . . .
1. Diketahui tan A = 5 dan sin B = 5 A dan B sudut lancip. Buktikan nilai
cos(A+B)= 3
65 ( tgatt—)
Bukti
Penyelesaian ruaskiri:
cos(A+B) = cosA-cosB-sinA-sinB
_53_12.4
- 135 13 5 1
_ 15 48 Jkatan o = g,maka
" 65 65 Al 12 _5
SinA= 13 dan cosA = 13
33 ) 4 3
= 65 (terbukti) JkasinB = ¢, makacosB = ¢

2. Jka2cos(x+ %) = cos (X — %), maka buktikan sin x = 0.

Bukti

T T

2cos(x+ =) = cos(x— %)

2 2
T T T .
2{cosxcos 5 —sinxsin 5} = COSXCOS 5 +sSiNXsSin +
2 2 2 2
T . T T .
Zcosxcosz —Zsmxsmi = COSXCos 5 +smxsm§
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2cosx-0—-2sinx-1=cosx-0+sinx-1

0-2snx = 0+sinx
-2sinx—-sinx = 0
-3sinx =0
sinx = 0 (terbukti)

4. Membuktikan Rumus Trigonometri Jumlah dan Selisih dari
Sinus dan Cosinus Dua Sudut

Kamu dapat membuktikan persamaan suatu trigonometri memakai jumlah dan selish
dari sinus dan cosinus dua sudut. Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

1. Buktikan cos 75° —cos 15° = —% x/E .
Bukti

cos 75° —c0s 15° = -2sin 5 (75° + 15°) sin & (75° - 15°)
_ o1l onown L a0
= —2sin 5 -90°sin 5 - 60
= —2§n45°-sin 30°
— 1 1
=23V2-3

~1J2 (terbukti)

2. Buktikansin (§ +A) +sin((§ —A) = cosA

Bukti
Penyelesaian ruaskiri:

sin (§ +A) +sin (§ ~A)=2sn 3{(§ +A) + G-A)} cos 3{(§ +A) - (F -A)
=2sin 3 (2§) cos 3 (2A)
=2sn(§) cosA

—9o. 1

=2 % CosA

=COSA
(terbukti ruaskiri = ruas kanan)
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3.4

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
Tanpatabel trigonometri atau kalkulator buktikan bahwa:

1. cos75°—00515°=—%«/§

2. sin80° +sin40° = ,/3 cos20°
3. sinA+cosA= 2 cos(A-45°)
4. tan 75° —tan 15° = 243

Sin55° sin35° .
5 c0s35° —cos25° ~V2 cos5

sin180°+sin21°
6. sin69°—sinl71° \/é
cos 10° + cos 110° + cos 130° =0

€c0s 465° + cos 165° + sin 105° +sin 15° =0

Menggunakan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan
Cosinus

1. Merancang dan Membuktikan Identitas Trigonometri

| dentitas adal ah suatu persamaan yang sel alu benar untuk konstantayang manapun
juga. Caramembuktikan identitastrigonometri dapat menggunakan:
a. rumussinusdan cosinusjumlah dan selisih duasudut,
b. rumus perkalian sinus dan cosinus dalam jumlah atau selisih sinus atau cosinus,
c. rumustrigonometri jumlah dan selisih dua sudut dalam pemecahan masal ah.

Contoh soal
. u Ian'l—coszA_ .
Bukti

Penyelesaian ruaskiri:

1-cos2A _ 1-(1-2sin’*A)
1-cos’ A sin® A
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1-1+2sn*A
sin’ A
2sin® A
sin® A
2
Terbukti ruaskiri = ruas kanan.

cos 3A—cos 5A B
sn3A+snb5A @n

2. Buktikan: A

Bukti

Penyelesaian ruaskiri:

coS3A-COS5A —2sin3- (3A+5A) sin (3 (3A-5A))
sn3A+sn5A ~ 2sin (3 (3A+5A) cos (3-(3A-5A))
—2sn4A-sin (-A)

2sin 4A- cos (-A)

—sin 4A-(-sin A)

sin 4A-cos (A)

sin 4A-sin A

sin 4A-cos A

SnA _
cosB
Terbukti ruaskiri = ruas kanan.

tan A

2. Menyelesaikan Masalah yang Melibatkan Rumus Jumlah dan
Selisih Dua Sudut

Perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Diketahui sin A= —% dan Aterletak di kuadran V. Tentukan nilai:
1. sin2A

2. CosZ2A illgati!
3. tan2A
Penyelesaian SnA= _%
1. sn2A = Zsm:\(fsA cosAzé
= 2(-2)(=
- (3 A= -3
- 24
- 725
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2.

Cos2A = 1-2sn?A

_ 3

= 1-2(-§p

— 9

= 1-2

_ 18 e

= 1-%5 = 25

_Sn2A —%
tn2A = CoOs2A ~ 7

25
- 24 25 _24
= =% 7 = -7
3.5

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

108

Diketahui o, 3, dany menyatakan besar sudut-sudut dalam segitiga ABC. Dengan
tan o = =3 dan tan B = 1, tentukan tan .

Diketahui tan x = % , T<X< %n. Tentukan cos 3x + cos X.

Jkasinx=o, % <x< m, tentukan cos x — tan x.

JkaO< A<ndan0< B<mmemenuhiA+B= %ndansinA=25in B, tentukan
(A-B).

Diketahui cos (A—B) = %\/5 dan cosAcosB = %dengan A, B sudut lancip.

cos (A—B)

Tentukan nilai m .

Rumustrigonometri untuk jumlah dan selisih dua sudut:

a.

b.
c.
d

cos(A+B)=cosAcosB-sinAsnB
cos(A—B) =cosAcosB+sinA sinB
sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB
sin(A—B)=sinAcosB—-cosAsinB
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tan A+tanB
e tan(A+B)= 1T nAtanB

tan A+tanB

f. @n(A-B)= T anAtanB

Rumus-rumus trigonometri untuk sudut ganda.
a. sSn2A=2sinAcosA

b. cos2A =coA—-sinPA=2cos’A—1=1-2sn°A

2tan A

(o] tan2A—1_tanZA
1 ,_ |1-cosA

d. sin 2A— >
/cosA+1
e COS%A: —
_ sin A

f. tan 2A 1+cos A
1 _1—COSA

0. taniA—iSinA

Rumus-rumus perkalian sinus dan cosinus dalam jumlah atau selisih sinus atau

cosinus.

a. 2cosAcosB=cos(A+B)+cos(A-B)
b. 2sinAsinB=cos(A—-B)—-cos(A+B)
c. 2sinAcosB=sin(A+B)+sn(A-B)

d. 2cosAsnB=sin(A+B)—-sin(A-B)

Rumus-rumus penjumlahan dan pengurangan untuk sinus, cosinus, dan tangen.

a. cosA+cosB=ZCos%(A+B)cos%(A—B)
b. cosA—cosB:—Zsin%(A+B)sin%(A—B)
c. snA+snB=2sn 3 (A+B)cos(A-B)

d. snA-snB=2cos 3 (A+B)sin-B)

B 2sin (A+B)
e. tanA+tanB= o (A+ B) + cos (A—B)

_ 2sin (A-B)
tanA-tanB = cos (A+B) + cos (A-B)
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Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar.

1. Diketahui sinA= %,Qn B= % dengan A dan B dikuadran |. Makanilai cos (A + B)
adalah ....

a —% d. %
b. —215 e. %
¢ %

2. Sin30°=...
a —% d %
b. —% e. 1
o}

3. 2s8in15°cos15° = ....
a % 2 d. %ﬁ
b. % e. 1
¢ 32

4. JkatanA=3 dantanB= 1, makatan (A + B) adalah ....
a 142 a 143
b. %«/5 e. 1
¢ 142

5. Sin17°cos13° +cos17°sin13° = ....
a % d 1
b. %«/5 e. 0
c. 143

110 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



10.

2cos?30°-1=....

a% d%«/a

b. %«/E e. 1
1

C. E\/g

Diketahui sin x = % dansiny = % dengan x dan y sudut tumpul. Sin(x+y) = ....

117 3
a 125 d. -5
3 4
b. 5 e. —125
4
C. — 5

Jkasin (90 -A)° = 23 , makatan A= ....

a %\@ d. fs

b. %\@ e 2@
1

C. 7\/5

Sin 75° cos 15° + cos 75° sin 15° = ...

a 0 d. %\@

b. \/6 e 1
1

C. 7\/6

Jikatan 5° = p, makatan 40° = ....
+p +p

a 1°p d. p—1
1-p 1-p

b. 1+p € 14 p°
1

C. p—1

13 00S2X s dengan

1-cos2x gan ...

a tan x d. cot? x

b. cot x e. cos? X

c. tan®x
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

112

Cos2A -2 cos?A= ...

a -1 d. —2cosA
b. 1 e 2cosAsinA
c. 2snA

Cos41° cos11° +sin4l1°sin11° =....

a %\/5 d O

b. %«/5 e. -1
1

C. 5

Sin(x- %) +sin(x— L) = ...

a 2sinx d -1
b. sinx e. —sin X
c. 0

Cos44% cos30% —sin44% sin30=....

1 1 1 1

a > 6+§\/E d. Z\/E—Z\/E
1 1 1 1

b. Z\/E—Z 2 e. —Zﬁ—z\/i
1 1

C. 5 —7\/5

8

Jikacos2A = 10 dengan A sudut lancip, makatan Aadaah ....
1 1

a. 5 d. 1—0

o L 1

5 e. 9
1

C. 0

1 . .

1 sin525°sin7,5°=....

a —(V2-1) d. +(v2-1)
32 4

b. i(ﬁ—l) e. E(\E—l)
16 8
1

Cc E(\/E—l)
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18.

19.

20.

Cos 15° —sin 15° = ....

a o0 d. cos45°

b. cos60° e. —cos45°

Cc. —Cos 60°

Sin67,5°+sn225°=....

a 2 d. 2sin22,5°
b. sn225° e. J2dn225°
C. c0s22,5°

Jkasin 2x =1 —4p? makaco x = ....

-2p+1 q p+l

2 2
-p+1
2
2p+1
2

e. 0

. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.

Diketahui sinA= % dantanB = 1—52 . Hitunglah:
a. sn(A+B)
b. cos(A-B)
Tentukan nilai dari:
a. cos123° cos57° —sin 123° sin 57°
b. cos100° sin 10° —sin 100° cos 10°
tan42° —tan12°
1+ tan42° tan12°

Hitunglah nilai dari:

H 4L o lo
a. 25|n522 cos?2

Lo o lo
b. 2c03522 sm?2

Nyatakan dalam bentuk paling sederhana.
a. sin75°+sin15°

b. cos100° + cos 20°

C. cos 35° —cos 25°
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5. Buktikan:

1
snA-sing _@5(A-B)

a =
sinA+sinB 1
tan 5 (A+B)

sin3A+snA
" cos3A+cCcosA

6. Sederhanakanlah:
sin80° +sin40°
cos80° + cos40°

an2A

a

c0s25° + cos115°
cos115° — cos25°
sinA-sin2B
COS2A +cos2B
7. Jikacos2A=0,75, dengan 0° < A< 90°, hitunglah:
a CosA
b. sSnA

Hitunglah nilai tan 75° +tan 15° .
Diketahui A, B, C adalah sudut-sudut dalam sebuah segitiga. Jika A — B = 30° dan

C= 2, hitunglahnilai dari cosAsinB.

10. Jikacos2A= % , dengan A sudut lancip, berapakah tan A?
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Lingkaran

Persamaan Lingkaran M

Persamaan Garis Singgung Lingkaran M

Lihatlah benda-benda di sekitarmu. Dapatkah kamu menemukan benda-benda
berbentuk lingkaran? Ternyatabanyak sekali benda-bendaberbentuk lingkaran, seperti
roda kendaraan, CD, arlgji, dan sebagainya.

Dalam bab ini kamu akan mempelgjari lingkaran yang terkait dengan persamaan
lingkaran dan garis singgungnya. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat
menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi syarat tertentu serta menentukan
persamaan garis singgung pada lingkaran dengan berbagai situasi.
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Lingkaran

Persamaan Lingkaran

Persamaan garis

singgung lingkaran
» A » A
Persamaan Kedudukan titik Merumuskan Merumuskan
lingkaran berpusat dan garis terhadap persamaan garis persamaan garis
di (0, 0) dan (a, b) lingkaran singgung yang singgung yang
melalui suatu titik gradiennya
! pada lingkaran diketahui
Menentukan pusat
dan jari-jari
lingkaran yang
persamaannya
diketahui
e pusat lingkaran o sgjgar
o diskriminan * tegak lurus
* posisititik « persamaan lingkaran
* posis garis
e gariskutub
e gradien
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Persamaan Lingkaran

1. Pengertian Lingkaran

Lingkaran adalah tempat kedudukan atau
himpunan titik-titik yang berjarak samaterhadap suatu
titik yang tertentu. Titik tertentu tersebut dinamakan
pusat lingkaran dan jarak yang tetap tersebut dinamakan
jari-jari lingkaran.

Dari gambar di samping, titik O adalah pusat
lingkaran. Titik A, B, C, D terletak padalingkaran, maka
OA = 0B = OC = OD addah jari-jari lingkaran =r.

2. Persamaan Lingkaran Berpusat di O(0, 0) dan (a, b)
a. Persamaan Lingkaran dengan Pusat di O(0, 0)

Jika titik A(x,, y,) terletak pada lingkaran yang berpusat di O, maka berlaku
OA = jari-jari lingkaran. Dengan menggunakan rumus jarak titik O(0, 0) ke titik
A(x,,y,) diperoleh:

OA: r = \/(XA_O)2+(yA_0)2 P ingd[;; N
7= (4~ 0+ (y,~ O
r2 = XAz + yAz
Jadi persamaan lingkaran dengan pusat O(0, 0)
dan berjari-jari r adalah: O
X2 + yz =r2
OA?= OB? + BA?

2= x + 2
atau

Untuk lebih memahami tentang caramenentukan
persamaan lingkaran berpusat di O(0, 0), pelgjarilah
contoh soal berikut.

Contoh soal

Tentukan persamaan lingkaran jikadiketahui:
1. pusatnyaO(0, 0) dan berjari-jari 12;
2. pusatnyaO(0, 0) dan melalui (7, —24).
Penyelesaian
1. Lingkaran yang berpusat di O(0, 0) danr = 12, maka persamaannya:
X2 + y2 =r2
o X+y =122
o Xty =144
Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat di O(0, 0) dan r = 12 adalah
X2 +y? =144,
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2. Lingkaranyang berpusat di O(0, 0) dan melalui (7, —24).

Makajari-jari r = X’ +y* = |72 +(-24)% = 49+ 576 =/625 = 25
Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat di O(0, 0) dan melalui (7, —24) adalah
X2 +y? =625.
b. Persamaan Lingkaran Berpusat di Titik A(a, b)
Jikatitik A(a, b) adalah pusat lingkaran dan titik

B(x, y) terletak pada lingkaran, maka jari-jari
lingkaran r sama dengan jarak dari A ke B.

r = jaak AkeB

2= (AB)?
= (XB_XA)2+(yB_yA2
= (x—a) + (y - by

Jadi persamaan lingkaran yang berpusat di (a, b)
dan berjari-jari r adalah:

(x—af + (y=bf =1’

Untuk memahami tentang persamaan lingkaran berpusat di titik A (a, b), perhatikan
contoh soal berikut.

Contoh soal
Tentukan persamaan lingkaran jikadiketahui:
1. pusatnya (-2, 3) dan berjari-jari 5;
2. pusatnya(5, 2) dan melaui (4, 1);
3. pusatnya(4, 5) dan menyinggung sumbu X.
Penyelesaian
1. Pusat(-2,3),r=5
Persamaan lingkaran: (X —(-2))?+ (y—3)? = 5°

x+22+(y-32=25
X+aAX+4+y —6y+9 =25
X2+y?+4x—6y+ 13 = 25
X¥+y*+4x-6y—12 = 0
2. Pusat (5, 2) dan melalui (-4, 1) , L
f magatt )

= J(5—(=4)) +(2-1)?
r= G- (-4)"+(2-1) Jarak antaratitik A(x,, y,) dan

= J(5+4)* +(2-1)° B(x, y,) adalah:
_ JP+L-J8lri-2 AB= (4 —%) +(%:— ¥,)’

118 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



(1/82)?

Persamaan lingkaran: (x — 5)? + (y — 2)?

X*—10x+25+y?—4y+4 = 8
X¥+y?—10x—4y+29 = 8
X +y?—-10x—4y-53 = 0

3. Pusat (4, 5) dan menyinggung sumbu X — jari-jari lingkaran=5

Persamaan lingkaran: (x — 4)* + (y — 5)°
X2—8x+16+y2—10y + 25

X2 +y? — 8x — 10y + 41

X2 +y?—8x—10y + 16

1
S Y

3. Menentukan Pusat dan Jari-Jari Lingkaran yang Persamaannya
Diketahui

Berdasarkan persamaan lingkaran dengan pusat (a, b) dan berjari-jari r adalah:
(x—a)+(y-b?=r?
X2 —2ax+a2+y?—2by + b?=r2
X2 +y?—2ax—2by+a?+ b?=r?
X¥+y?—2ax—2by+a+b2-r2=0

Jka—2a=2A, -2b =2B dan a? + b? —r? = C, makadiperol eh bentuk umum persamaan
lingkaran:

X2+ y2+ 2Ax + 2By + C = 0, di mana pusatnya (-A, —B) dan jari-
jari lingkaran (r) = va? +b?> —C? atau r = JA2+B?>-C

Untuk lebih memahaminya, pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
1. Tentukankoordinat pusat dan panjang jari-jari lingkaran apabiladiketahui persamaan
lingkaran sebagai berikut.
a. xX+y?—-2x—-6y—-15=0
b. 2¢+2y*—4x+3y=0
C. 3X+3y+30x+72=0
Penyelesaian
a. xX+y?—-2x—-6y—-15=0
X2+y?+2Ax+2By+C=0

Makadiperoleh:
2A = 2 2B = 6 C=-15
A=-1 B =-3

Lingkaran 119



r=JA+B’-C
= 0 +(-3) - (-15)
= 39715425 =5

Jadi, pusat lingkaran (1, 3) dan jari-jari lingkaran = 5.

b. 2¢+2y?—4x+3y=0
X+y?—2x+12y=0
X+y*+2Ax+2By+C=0

Makadiperoleh:
oA =-2 ZB=1% c=0
_ _3
A=-1 B=7
r= JA*+B*-C
2
— ez (3) _
= +(4) 0
9
1+16
2 _5
16 — 4

Jadi, pusat lingkaran (1,—%) danjari-jari lingkaran = %.

C. 3+3y?+30x+72=0
X+y*+10x+24=0
X2+y?+2Ax+2By+C=0

Makadiperoleh:
2A = 10 2B =0 C=24
A=5 B=0
r=JA*+B°-C

= J5°+0°-24

= J25-24=\1=1

Jadi, pusat lingkaran (-5, 0) dan jari-jari lingkaran = 1.

2. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (3, -1), (5, 3), dan (6, 2) kemudian
tentukan pulapusat dan jari-jari lingkaran.
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Penyelesaian
Persamaan lingkaran adalah X2+ y?> + ax + by +c=0

Melaui (3,-1) maka:
xX+y+ax+by+c =0
F+(-1)*+a-3+b-(-1)+c =0
9+1+3a-b+c =0
3a-b+c+10 =0 ......... Q)

Mdalui (5, 3), maka:
X*+y*+ax+by+c=0
5+3+a.-5+b-3+c =0
25+9+5a+3b+c =0
Sa+3b+c+34 =0......... 2)

Melalui (6, 2) maka:
xX¥+y’+ax+hby+c =0
62+22+6a+2b+c =0
36b+4+6a+2b+c =0

6a+2b+c+40=0......... (3)

Dari persamaan (1) dan (2): Dari persamaan (2) dan (3):
3a -b+c+10=0 5a+3b+c+34 =0
ba+3b+c+34 =0 _ 6a+2b+c+40 =0 _
—2a-4b+0-24=0 -a+b-6 =0

a+2b+12 =0 ......... (4) a-b+6 =0 .....

Dari persamaan (4) dan (5):
a+2b+12 = 0
a-b+6 =10
3b+6 =0
b =-2

b = -2 disubstitusikan ke persamaan (5):
a-b+6 =0
a+t2+6 =0
a+8=10
a=-8

a=-8, b=-2disubstitusikan ke persamaan (1):
3a-b+c+10 = 0

(8 -(2)+c+10=0
24+2+c+10=0
c =12
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Jadi persamaan lingkaran adal ah:

X¥+y*+ax+by+c=0
X¥+y?—8x—2y+12 =0
Makadiperoleh:
2A =-8 2B =2 Cc=12
A=4 B=-1

r =JA?+B?>-C
= (47 +(-1)?*-12
= 16+1-12=+/5

Jadi, pusat (A, -B) = (4, 1) dan jari-jarir = /5.

Buatlah kelasmu menjadi kelompok-kel ompok kemudian kerjakan soal berikut.

1.

Jika persamaan lingkaran x? + y? + 2Ax + 2By + C = 0, apa yang kami ketahui
jikaA2+B2-C=0?

Apakah sebuah titik juga merupakan lingkaran?

Cocokkan dengan kelompok lain, adakan tanya jawab materi yang sedang
diberikan.

4.1

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar.

1.

122

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan melalui titik:

a. (3,9 c. (5,2

b. (-7,-24) d. (8,6)

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan diketahui:
a. berjari-jari 5 C. menyinggung garisx=3

b. berjari-jari 7 d. menyinggung garisy =4

Tentukan persamaan lingkaran berikut yang diketahui hal-hal berikut.
a. Berpusat di (1, 2) dan berjari-jari 5.

b. Berpusat di (-3, 4) dan berjari-jari 7.

c. Berpusat di (5, —2) dan berjari-jari /3.

d. Berpusat di (-4, -5) dan berjari-jari /6.
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4, Tentukan persamaan lingkaran dengan pusat dan melalui salah satu titik yang
diketahui hal-hal berikut.
a. Pusat (3, 4) dan melalui titik (5, 5).
b. Pusat (-2, 3) dan melalui titik (=3, 4).
c. Pusat (4, -6) dan meldui titik (1, —2).
d. Pusat (-5, —6) dan melalui titik (-3, 1).
5. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dari persamaan lingkaran berikut.
a X2+y?—4x—-6y—-12=0
b. x*+y>—-2x-6y—-15=0
C. X¥*+y*—4x+8y—-29=0
d 2¢+2y2—4x+16y+2=0
6. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik berikut dan tentukan pula
pusat dan jari-jari lingkarannya.
a. (-2,0),(6,0),dan(5,7) c. (2,1),(1,2),dan(1,0)
b. (5,5),(2,6),dan(7,1) d. (51),(4,6),dan(2,-2)

4. Kedudukan Titik dan Garis terhadap Lingkaran

a. Posisi Titik P(x,, y,) terhadap Lingkaran x? + y2 = 12
1) Titik P(x,, y,) terletak di dalam lingkaran, jikaberlaku x? +y? <r2.
2) Titik P(x,, y,) terletak padalingkaran, jika berlaku x ? + y,? = r2,
3) Titik P(x,, y,) terletak di luar lingkaran, jika berlaku x > +y 2 > r2,
Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal
Tentukan posisi titik-titik berikut terhadap lingkaran x? + y2 =25
1. A@BL
2. B(-3,4)
3. C(5,-9
Penyelesaian
1. ABLD = xX+y? = 3F+12=9+1
=10 <25
Jadi A(3, 1) terletak di dalam lingkaran x2 + y? = 25,
2. B(3,4 = X+y?= (32?+4=9+16
=25=25
Jadi B(=3, 4) terletak pada lingkaran x? + y? = 25,

Lingkaran 123



124

3. C(5,6) = x¥+y? =52+ (-6)2=25+36
=61>25
Jadi C(5, -6) terletak di luar lingkaran x? + y? = 25.

b. Posisi Titik P(x,, y,) terhadap Lingkaran (x - a)2 + (y -

b)? = r2

a. Titik P(x,, y,) terletak di dalam lingkaran, jikaberlaku (x, —a)* + (y, —b)*<r2,

b. Titik P(x,y

1

) terletak pada lingkaran, jika berlaku (x, —a)? + (y, —b)? =r2

c. Titik P(x,y,) terletak di luar lingkaran, jika berlaku (x, —a)? + (y, —b)* > r2,

Cobaperhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Tentukan posisi titik-titik berikut terhadap lingkaran x> + y>—6x + 8y = 0

1. A(0,0) 2. B(2,1) 3. CBB,-2
Penyelesaian

1. A0,0 = x2+y>—6x+8y 0®°+0®°-6-0+8-0
0+0+0+0 =0

Jadi titik A(O, 0) terletak padalingkaran x? + y> —6x + 8y = 0

2. B(2,1) = xX*+y*—6x+8y = 22+1°-6-2+8-1
= 4+1-12+8 = 1>0
Jadi B(2, 1) terletak di luar lingkaran x> + y>—6x+ 8y =0
3. C(3,-2) = x®+y?—6x+8y = 3+ (2)?*-6-3+8(2)
=9+4-18-16 = -21<0
Jadi C(3, —2) terletak di dalam lingkaran X2 + y2—6x+ 8y =0

c. Posisi Garis y = mx + n terhadap Suatu Lingkaran

Jika persamaan garisy = mx + n disubstitusikan ke persamaan lingkaran x2 + y? +

2Ax + 2By + C = 0 diperoleh persamaan:
X2+ (mx +n)2+2Ax+ 2B (mx + n) + C
X2+ m? X2 + 2mnx + N2 +2AX + 2Bnx + 2Bn + C
1+ m)x2 + (2mn + 2A + 2Bm)x + (n* + 2Bn + C)
D=(2mn+2A+2Bm)>—4 (1 +m?) (n> + 2Bn + C)

I mnn
O O O o

ngattt

Jika persamaan kuadrat ax? + bx + ¢ = 0,
D = diskriminan = b?-4ac
Jarak pusat lingkaran P(x, y,) ke garisax + by + ¢ = 0 adalah k =

ax, +by, +c

JaZ+b?
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M aka adatiga kemungkinan posisi garisterhadap suatu lingkaran yaitu:

1) JkaD < 0, maka persamaan garisy = mx + n terletak di luar lingkaran
X2 +y2+ 2Ax + 2By + C = 0, dan tidak memotong lingkaran atau jarak pusat
lingkaran ke garislebih dari jari-jari lingkaran (k>r).

2) Jika D = 0, maka persamaan garis y = mx + n terletak pada lingkaran
X2+ y? + 2Ax + 2By + C = 0 dan memotong lingkaran di satu titik atau jarak
pusat lingkaran ke garis sama dengan jari-jari lingkaran (k=r).

3) JikaD >0, makapersamaan garisgarisy = mx + nterletak di dalam lingkaran
X2+ y? + 2Ax + 2By + C = 0, dan memotong lingkaran di duatitik atau jarak
pusat lingkaran ke garis|ebih kecil dari jari-jari lingkaran (k<r).

Perhatikan gambar berikut.

) \ o y=Emx+n
(34', b) \“‘ y e ‘ k\‘A ‘ (a' b) k } B
")/ (a b) N
B ) y=men /
D<0 D=0 D>0

Untuk lebih memahami tentang posisi garisy = mx + n terhadap suatu lingkaran,
pelgjarilah contoh soal berikut.

Contoh soal
Tentukan posisi titik A(6, —8) terhadap lingkaran:
1. x*+y?=100
2. X+y?—-6x+8y+25=0
3. (x=12+(y+22?=64
Penyelesaian
1. A(6, -8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran x* + y?> = 100 diperoleh
6%+ (-8)*> =36 + 64 = 100
Jadi A(6, —8) terletak pada lingkaran x? + y? = 100.
2. A(6, -8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran x> + y2—6x + 8y + 25 =0
diperolen 6>+ (-8)°—-6-6+8(-8) +25=36+64—-36—-64 + 25
=25>0
Jadi A(6, —8) terletak di luar lingkaran X2 + y2—6x + 8y + 25 =0.

3. A(6, -8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran (x — 1) + (y + 2)> = 64
diperoleh (6—-1)>+(8+2)? = 5+ (6)?2 = 25+ 36
= 61<64

Jadi A(6, —8) terletak di dalam lingkaran (x — 1)? + (y + 2)? = 64.
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Pelgarilah pulacontoh soal berikut ini.

Contoh soal

1. Tentukanposisi garisx—Yy + 1=0terhadap lingkaran x?+y? = 25, Jikaberpotongan,
tentukan titik potongnya.
Penyelesaian
X-y+1=0 = y=x+1...()

XX+y2=25 ... 2
Dari persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan (2):
X2 +y? =25 D = b?-4ac
X2+ (x+1)? =25 = 12-4.1(-12)
XX+x2+2x+1 =25 = 1+48
X+x2+2x+1-25 =0 = 49>0

2¢+2x-24 =10
X¥+x-12=0
Ternyata D > 0, sehingga garisx —y + 1 memotong lingkaran x? + y> = 25 di dua
titik yang berbeda. Titik-titik potongnyaadal ah:
XX+x-12 =0
x+4) x-3) =0
x+4 =0 atau x—-3 =0
X =-4 aau x =3

Untuk x = —4 disubtitusikan ke persamaan:
y=x+1 =-4+1
=3 = (4,3
Untuk x = 3 disubtitusikan ke persamaan:
y=x+1 =3+1
=4 = (39
Jadi, titik potongnya adal ah (—4, —3) dan (3, 4).

2. Tentukan posis garis2x —y + 1 = 0 terhadap lingkaran X2 + y> —4x — 2y + 2 = 0.
Penyelesaian
X-y+1=0 = y=2+1........ D
X+y—4x—-2y+2=0......... 2
Dari persamaan (1) disubstitusikan ke persamaan (2):
Xt+y —4x-2y+2=0
X2+ (2x +1)2-4x—-2(2x+1)+2=0
X+ +AX+1-4X—4x—-2+2=0
5¢¢—4x+1 =0
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D = b’-4ac

(4?-4.5.1

16-20

—4<0

Ternyata D < 0, dengan demikian garis 2x — y + 1 tidak memotong lingkaran
X+y2—A4x—-2y+2=0.

4.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

1.

Diketahui persamaan lingkaran x2 + y? = p?. Tentukan batas-batas nilai p supaya
a. Titik A(-9, 5) terletak di luar lingkaran

b. Titik B(-5,-5) terletak di dalam lingkaran

c. Titik C(6, 8) terletak padalingkaran

Tentukan posisi titik-titik berikut terhadap lingkaran X + y? + 2x —4y—-60=0
a. (573 b. (7,1) c. (10,0)

Tentukan nilai ajikatitik-titik berikut terletak padalingkaran x? +y? + 13x + by
+6=0

a. A(p,3) b. B (-4, p) c. C(p -9
Tentukan posisi garis-garis berikut terhadap lingkaran x> + y? = 9.
a. y=3

b. 3x+y-3=0

Cc. bx+7y=35

Tentukan posisi garis-garis berikut terhadap lingkaran x* + y? —2x—2y—-14=0
a. S5x+4y+20=0

b. 2x+3y=6

c. xty=1

Persamaan Garis Singgung Lingkaran

Persamaan Garis Singgung yang Melalui Suatu Titik pada
Lingkaran

Telah kamu pelgjari bahwaposisi garisterhadap lingkaran ada tiga kemungkinan,
yaitu garisyang memotong lingkaran di duatitik yang berbeda, garisyang tidak memotong
lingkaran, dan garisyang memotong lingkaran di satu titik atau yang sering disebut garis
singgung padalingkaran.
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a. Persamaan Garis Singgung di Titik P (x,, y,) pada Lingkaran
X2+ y2=rp2

Garis singgung | menyinggung lingkaran x* + y? = r2 di titik P(x , y,) karenaOP L

garisl.
My - M =-1
Y1 —
A m=-
Xl m
_ -1
moy
X
__X%
M=y
Persamaan garis singgungnya sebagai berikut. ( ngattt—)
y=y, = m(x-x) Gradien garis OP di titik
- A _h
y=¥. =~ (X=x) P(x,y,) adalahm_,= Xi
Y, (y-y) = =X (X=X) Dua g_aristega_lk lurusjika
, _ 5 perkalian gradiennya=—1.
Yy Y, = XX EX
XX + iy = Xl2 + yl2

XX+yy = r?

Jadi persamaan garis singgung pada lingkaran x* + y* = r2di (x,, y,) ialah:

— r2
XX+tyy=r

Agar kamu lebih memahami materi ini, pelgjarilah contoh soal berikut.
Contoh soal
Tunjukkan bahwa titik (6, —8) terletak pada lingkaran x? + y? = 100, kemudian
tentukan pulagarissinggungnya.
Penyelesaian
Ditunjukkan bahwatitik (6, —8) terletak padalingkaran x2 + y? = 100, yaitu dengan
mensubstitusikan (6, —8) pada lingkaran X2 +y? = 100
6%+ (-8)? = 100
36 +64 = 100
Terbukti bahwatitik (6, —8) terletak pada lingkaran x? + y? = 100
Persamaan garis singgung di titik (6, —8) padalingkaran x + y? = 100 adal ah:
XX+yy =r
6x—8y =100
3X—4y =50
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b. Persamaan Garis Singgung Melalui Titik (x,, y,) pada Lingkaran
(x-a)y*+(y-b)y:=r

Perhatikan gambar berikut.

Gradien garis PQ adalah:
— QR _ yl_b

™™ PR ™ % -a
Gradien garis singgung | yang tegak lurus garis PQ adalah:

ml'mPQ:_l
yl_b -
M x-a - %
__ 1 (x-9
M =7y-b " 7(y,-b)
xl—a

-a
Jadi persamaan garis | dengan gradien m = —% dan melalui titik Q(x,, y,)
1

adalah:
y=¥ = mX-=x)
(k-9
Y=¥s = ~(y,-p) XX
Y=y, =b) = +x —a)x-x)
yy,—by—-y?+by = HXXx-X?-ax+ax)
yy,—by—y?+by = —XxX+X?+ax—ax
yy, —by + by, + xx—ax+ax, =xX*+Vy?......... (1

untuk Q(x,, y,) terletak pada lingkaran (x —a)* + (y — b)? = r?, maka
(x—a)* + (y - b)?

(%, —a) + (y, — b)?

X?—2ax, + & +y?—2by +b?
X?+y?Z=r2+2ax +2by —a-b*......... 2

r2

r2

r2
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Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh:

yy,—by + by +xXx—ax+ax, = x*+y?
yy, —by + by, + xx—ax+ax, = r?+2ax + 2by —a’—b?

yy, — by + by, + xx —ax + ax, — 2ax, — 2by, + & + b* = r?

C.

130

yy,—by—by +xx—ax—-ax +a*+ b’ = r?
yy, —by—by +b* +xx —ax—ax, + & = r?
(y=b)(y,—b) + (x—a)(x, —a) = r°
x-a)(x, —a) +(y-b)y,-b) = r°
(x —a)x-a)+ (y,~b)ly-b) =r

Sehingga persamaan garis singgung lingkarannya adal ah:

(x,—a) (x-a) +(y,-b) (y-b) =r

Untuk lebih memahami materi ini, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x + 3)? + (y — 5)? = 36 pada titik
A2, 3).

Penyelesaian
(x+3)?+ (y-5)* = 36

(% +3(x+3) + (y,-5)y-5) = 36
Padatitik A(2, 3):
2+3)(x+3)+((3-5(y—-5 =36
5(x+3)+(2)(y-5 = 36
5x+15-2y+10 = 36
5x—2y+25 =0

Jadi, persamaan garis singgung: 5x — 2y + 25 =0.
Persamaan Garis Singgung Melalui Titik Q(x,, y,) pada Lingkaran
x?2+y?+2Ax+2By+C=0

Dari persamaan garis singgung melalui titik Q(x,, y,) pada lingkaran (x — a)* +
(y — b)? = r? adalah:

(X, —a)(x—a) + (y, ~ b){y - b)
XX —ax —ax +a +yy-by —by+b?

r2

r2

XX—a(x +x)+a+yy—Db(y +y)+b* =1r?
xX+yy—aXx +x —bly, +y)+a*+b*-r* =0
Misanya A = —a, B = b, dan C = a2 + b? — r?, persamaannya menjadi:
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XX+ Yy —a(x +x) —bly, +y) +a+b~r? =0
X1X+y1y+A(X1+X)+B(y1+y)+c =0

Maka persamaan garis singgung melalui Q(x,, y,) padalingkaran x* + y? + 2Ax +
2By + C =0 adalah

XX+yy+AX +x)+By, +y)+C=0

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik A(2, 1) pada lingkaran
X+y2—2x+4y—-5=0.

Penyelesaian
A2,1) - x =2 X+y?—2x+4y—-5=0
y, =1 A=-1, B=2 dan C=-5

Persamaan garis singgung melalui titik A(2, 1):
XX+yy+Ax + Ax+By +By+C
2X+1y+(-1)-2+(-)x+2.1+2.y-5 =
2X+y—-2—-X+2+2y-5
X+3y-5 =

|
o O oo

Persamaan Garis Singgung Kutub (Polar)

Jikamelalui titik A(x,, y,) di luar lingkaran ditarik dua buah garis singgung pada
lingkaran dengan titik singgungnya B(x,, y,) dan C(x,, y,), maka persamaan garis
BC adalah x x + y,y = r? disebut garis kutub pada lingkaran dan titik A(x,, Y,)
disebut titik kutub.
Persamaan garis singgung lingkaran melalui titik A(x,, y,) di luar lingkaran dapat
ditentukan dengan langkah-langkah:
1) Membuat persamaan garis kutub dari

titik A(x,, y,) terhadap lingkaran.
2) Meéelalui titik potong antaragaris kutub

lingkaran.
3) Membuat persamaan garis singgung

melalui titik potong garis kutub dan

lingkaran.
Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Tentukan persamaan garis singgung melalui titik (5, 1) di luar lingkaran @ +y?=13
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Penyelesaian

Persamaan garis kutub di (5, 1) adalah sebagai berikut:
XX+yy = r?

5x+y = 13
y = 13-5x%
y = 13-5x%

Persamaan garisy = 13 —5x disubstitusikan dengan lingkaran x? + y? = 13 diperol eh:
X +y? =13

X2+ (13-5x)2 = 13
X2+ 169 — 130x + 25x%2 = 13
26x2—130x+ 156 = 0

X¥-5x+6=0
x-2)(x=-3) =0
Xx=2 atau x=3

Untuk x = 2, makay = 13 —5x
= 13-5-2
= 13-10=3
Diperolehtitik singgung (2, 3).
Jadi, persamaan garis singgung melalui (2, 3) adalah 2x + 3y = 13.

Untuk x =3, makay = 13 —5x

13-5.3

13-15=-2

Diperolehtitik singgung (3, —2).

Jadi, persamaan garis singgung melalui (3, —2) adalah 3x —2y = 13.

4.3

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan persamaan garissinggung lingkaran di titik-titik berikut ini.
a. x2+y?2=9dititik (2, -5) c. X2+y?=4dititik (-4, -7)
b. x*+y?>=16di titik (-3, 4) d. x*+y*>=12di titik (5, 6)

2. Tentukan persamaan garissinggung lingkaran di titik-titik berikutini.

. (X—=4)2+ (y + 3)>=36di titik (-2, 1)

b. (x+2)?+ (y—3)?2=9di titik (-2, 6)

c. (x=212+(y+5)?=7dititik (3, -2)

d. (x+5)?+(y—2)2=10di titik (4, 3)

o)
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3. Tentukan persamaan garis singgung di titik-titik berikut ini.
a. X+y?+8x—6y+9=0dititik (-2, 5)
b. X2+ y?—4x—8y+ 17 = 0 di titik (3, 6)
C. 2x¢+y?+8x+4y—16 = 0di titik (-5, -3)
d. 3%+ 3y?—6x—9y—3=0di titik (-1, 2)

4. Tentukanp:
a. jikagarisy=p+ 6 menyinggung lingkaran x? + y?> = 25
b. jikagarisy = 2x -5 menyinggung lingkaran x? + y? = p?
c. jikalingkaran x?+y?+ 2py + q =0 mempunyai jari-jari 2 akan menyinggung
garisy = X
d. jikalingkaran x? +y? + 6x + 8y — p = 0 menyinggung garis 3x—4y = 0
5. Tentukan persamaan garis singgung melalui titik (4, 2) di luar lingkaran
X +y?=10
6. Diketahui titik A(1, 4) di luar lingkaran x* + (y — 1) = 2.
a. Tentukan persamaan gariskutub lingkaran dari titik A.
b. JikaP dan Qtitik potong garis kutub dengan lingkaran, tentukan persamaan
garissinggung melalui titik P dan Q.
c. Tentukan sketsa gambarnya.

. Persamaan Garis Singgung yang Gradiennya Diketahui

a. Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran
X2+ y2=r2
Untuk persamaan garissinggungy = mx +n

y=mx+n = X+ (Mx+n)? =r?
X2+y2=f2} o X+Hme+2mnx +n?—r2 =0
o (1+m)xe+2mnx + n?2—r?=0
Syarat menyinggung adalah D = 0O, sehingga
2mn)2—-41+m?) (nP-r?) =0
AnPn® — 4N’ + PP —r? —nr) = 0,
nen? —n? —men? + r2 + nr?2 = 0
=3 n2 = r2+ mpr2
S n? = r2(1+nmnp)

= n = +r Jil+m?

Jadi, persamaan garis singgung dengan gradien mpadalingkaran x? + y? = r adal ah:

y=mxxr 1+ m?
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134

Agar lebih memahami tentang materi di atas, pelajarilah contoh soal berikut ini
dengan baik.

Contoh soal

Tentukan persamaan garis singgung dengan gradien 2./2 pada lingkaran
X2 +y? = 16.

Penyelesaian

Persamaan garis singgung dengan gradien 22 padalingkaran x? + y? = 16 adal ah:
m=2+/2
=16 = r= 4

mx £ 1 A1+

22 x+ 41+ 4

22 x % 441+16

2\/§xi4\/ﬁ

Jadi persamaan garis singgungnya: y = 2/2 x + 4+/17
y=2/2x-417

y

Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran
(x-a)y+(y-b)2=r

Dengan cara seperti mencari persamaan garis singgung dengan gradien m pada
lingkaran x* +y, = r> adalah:

Y= MX + ry1+m?

Maka persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran
(x —a)? + (y — b)2 = r? adalah:

y—b=m(x—a) £ r1+n?

Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran
X’+y?+2Ax+2By+C=0

Dengan cara yang sama, persamaan garis singgung gradien mterhadap lingkaran
X2 +y2 + 2Ax + 2By + C = 0 dapat ditentukan dengan cara mengubah dahulu ke
bentuk (x —a)? + (y — b)? = r? sehingga persamaan garis singgungnya sama, yaitu:

y—b=mx-a)+ry1+m?’

Untuk lebih memahami, pelgjarilah contoh soal berikut.
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Contoh soal

Diketahui lingkaran x? + y? + 4x — 2y + 1 = 0. Tentukan persamaan garis singgung yang

tegak lurus garis g: —3x + 4y — 1 = 0, terhadap lingkaran.

Penyelesaian

g 3X+t4y-1
4y

0
3X+1

y=died =

1
|
=

Syarat tegak lurus: m, - m,

m:- 3

1
|
=

1

4
m = ——
3

XX+y?+4x-2y+1=0
pusat (-2, 1)

r=yJ22+(-)*-1
= \/Z =2

Persamaan lingkaran: (x + 2)>+ (y—-1)*=4
Persamaan garis singgung:

y—b = m(Xx-a)xr J1+n?
y-1 = -3 (x+2) 2 1+ (-%)?

- _4 16
y-1=-3 (x+2)+2 1+

y-1 = -5 x+2)£2/2
- _4,_ 84,05
= _4y 8 , 10
y-1=-3x-3% 73
3(y-1) = 4x-8x10
y—-3 = 4x-8+10
3y—-3 = 4x-8+10 atau 3y—3 = 4x-8-10
y = 4x+5 atau 3y = 4x-15
+ 32 4
y = § +3 atau y = —-3X-=95
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4.4

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran trgat!t
dari: .
a. (x+ 2)%2+ (y— 3)? = 4 yang membentuk Gra_dl(?[n—]rgso
sudut 45° dengan sumbu X positif m= t$ (180 — 45)°
b. x2+ y2 + 4x — 6y +11=0 yang membentuk ; -1

sudut 135° dengan sumbu X positif

2. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari:
a. X*+y?=10dengan gradien 3
b. (x+2)?+ (y—5)? =9 dengan gradien -1
C. X*+y?>—10x + 2y + 17 = 0 dengan gradien 2

3. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari:
a. X*+y’=4dansgagjar garisx—y+3=0
b. (x+1)?+(y—3)?=9dansgjgar garis2x+y+4=0
C. X¥+y?—4x+ 10y +4=0dan sgjgar garisy =x+ 2

4. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari:
a. X?+y?=25dantegak lurus dengan garis4x -3y +5=0
b. (x—2)2+ (y+ 3)? = 16 dan tegak lurus dengan garisx—2y +4=0
C. X2+y?—2x+8y+1=0tegak lurusdengan garis2x+2y+5=0

1. Lingkaran adalah tempat kedudukan atau himpunan titik-titik yang berjarak
samaterhadap suatu titik yang tertentu. Titik tertentu tersebut dinamakan pusat
lingkaran dan jarak yang tetap tersebut dinamakan jari-jari lingkaran.

2. Persamaan lingkaran
a. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan berjari-jari r adalah
X2 + y2 =r2
b. Persamaan lingkaran yang berpusat di A(a, b) dan berjari-jari r adalah
(x—a)y?+ (y—-b)y*=r
c. Bentuk umum persamaan lingkaran x2 + y? + 2Ax + 2By + C = 0, pusat di

(-A, —B) dan berjari-jari  A*>+B*-C
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Posisi suatu titik terhadap lingkaran (x — a)? + (y — b)? = r?

a. JkaP (x,y,) terletak di dalam lingkaran berlaku (x, —a)* + (y, —b)* < r?

b. JkaP (x,y,) terletak pada lingkaran berlaku (x, —a)? + (y, — b)? = r?

c. JkaP (x,y,) terletak di luar lingkaran berlaku (x, —a)* + (y, —b)*>r?

Posisi suatu garis |: y = mx + n terhadap suatu lingkaran x* + y2 + 2Ax +

2By+C=0

a. JikaD <0, makapersamaan garis| terletak di luar lingkaran

b. JkaD =0, makapersamaan garis | terletak pada lingkaran

c. JikaD >0, maka persamaan garis| terletak di dalam lingkaran

Persamaan garis singgung melalui suatu titik padalingkaran

a. Persamaan garis singgung yang melalui P(x, y,) pada lingkaran
X2 +y> =radaah xx+yy=r?

b. Persamaan garis singgung yang melalui P(x,, y,) pada lingkaran
(x—a)? + (y—b)? =r? adalah (x, —a)(x —a) + (y, - b) (y—b) = r?

c. Persamaan garis singgung yang melalui P(x,, y,) pada lingkaran
X2+ y?+ 2Ax + 2By + Cadalah x x +yy + Ax, + Ax+ By, + By +C=0

Persamaan garis singgung lingkaran dengan gradien tertentu

a. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran
X2+y?=r2adaahy=mx£r 1+ n’

b. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran
(x—a)2+(y—b)2=r2adalahy—-b=m(x—a) +r1+nm’

c. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran
X2+ y?+2Ax+ 2By + C=0adalahy—b=m(x—a) + ry1+n?

Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar.

Persamaan lingkaran dengan pusat (0, 0) dan jari-jari 3 adalah ....

a xX+y*=2 d x*+y*=16

b. x*+y*=4 e xX*—-y*=16

C. X¥+y=9

Persamaan lingkaran yang berpusat di (2, —3) dengan jari-jari 7 adalah .....
a X+y’—4x+6y-49=0 d X+y*+4x-6y—-36=0

b. X¥+y?+4x—-6y—49=0 e X+y?—2x+3y—-49=0

C. X¥+y?—4x+6y—36=0
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3. Jkalingkaran x2 + y? — 4x — 10y = 0 mempunyai pusat (2, a), makanilai a adalah ....
a -3 d 5
b. 5 e. 10
c. 2

4. Pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan 9x2 +9y? — 6x + 12y — 4 = 0 berturut-
turut adalah ....
a. (1,2)dan3 d. (3,1 dan5

b. (1,3)dan2 e (

Wk Wk

,—%)dan 1
c. (3, 3)dan3

5. Persamaan lingkaran luar segitiga OAB dengan O(0, 0), B(-2, 4), dan C(-1, 7)
adalah ....

a X+y’+6x+8y=0 d x+y*-6x-8y=0
b. x*+y?+6x—-8y=0 e X+y?-3x—-4y=0
C. X¥+y?—6x+8y=0

6. Jkatitik P(p, 3) terletak pada lingkaran L: x2 + y> — 13x + 5y + 6 = 0, maka nilai p
adalah ....

a 3 d. —3atau 10
b. -1 e. —3atau-10
c. 3atau 10
7. Titik berikut yang terletak di luar lingkaran L: X2 + y> + 4x—8y—5=0adalah ....
a. (3,0 d (1,1
b. (0,7) e (4,3
c. (2,1

8. Kedudukan garis x + 3y — 5 = 0 terhadap lingkaran L: x> + y2 = 2x + 4y —=5=0
adalah ....
a. memotong lingkaran di duatitik

memotong lingkaran di satutitik

tidak memotong lingkaran

memotong lingkaran di tigatitik

tidak menyinggung lingkaran

® e oo

9. Diketahui persamaan lingkaran x2 + y? = 36. Jika garis kutub titik P terhadap lingkaran
ini mempunyai persamaan 2x —y — 9 = 0 maka koordinat titik P adalah ....

a (2,1 d. (8,—4)
b. (8, 4) e (-8,2
c (2,-1)
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10.

12.

13.

14.

15.

Persamaan garis singgung berabsis 4 pada lingkaran x? + y? = 25 adalah ....

a. 4x+3y=9 d 4x-3y=25

b. 4x+3y=16 e 3x—4y=25

C. 4x+3y=25

Jikatitik A(=2, —1) di dalam lingkaran (x + 4)? + (y — p)? = 13 makanilai p adalah ....
a p>-+4 d —2<p<4

b. p<=2aaup>4 e 4<p<2

C. p<daaup>2
Persamaan garis singgung dengan gradien —3 pada lingkaran x? + y? = 18 adalah ....

a y=-3xt6./5 d y=-3x+22
b. y=-3x+6./2 e y=-3xz=2,5
c. y=3x+6,/5

Persamaan garis singgung padalingkaran L : X2 + y? + 6x — 2y = 0 yang sejajar dengan
garisdx—3y+7=0adaah ....

a. 4x-3y+15+10=0 d 3x-4y+15+10=0

b. 4x+3y+15+10=0 e 3x+4y-15+10=0

C. 3x+4y+15+10=0

Persamaan lingkaran yang berpusat di (1, 4) dan menyinggung garis3x —4y—2=10
adalah ....

a X2+y?+4x-3y—-47=0 d x+y?-2x—-8y=0

b. x*+y?—-2x-8y+8=0 e X+y?+2x+8y+8=0

C. X¥*+y*+3x—-8y+2=0

Persamaan garissinggung lingkaran L: x2 —6x + y? + 8y = 0 yang tegak lurus padagaris
Xx+y=1adaah.....

a y=x—-1+52 d y=x+7+52
b. y=x+7+5 /2 e y=x-7+52
C. y=—x+1+5./2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dari:
a X+y?—4Ax+2y+1=0
b. x*+y>+2x—4y-4=0
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10.

Tentukan persamaan lingkaran yang melal ui:
a. (3,4),(1,-4),dan (5 -2)
b. (5,0),(0,5),dan (-1, 0)

Tentukan persamaan lingkaran dengan jari-jari 6 dan pusat di titik berikut.
a. 00,0

b. A(-2,5)

c. B(3,4)

Diketahui persamaan lingkaran x2 + y? = a2, Tentukan batas-batas nilai a supaya:

a. titik (5, 3) padalingkaran,

b. titik (2, 4) di luar lingkaran,

c. titik (2, 5) di dalam lingkaran.

Sisi suatu persegi mempunyai persamaan x = 5, x = -5, y = 5, dan y = -5. Tentukan
persamaan lingkaran jika:

a. menyinggung semuasis persegi,

b. melalui semuatitik persegi.

Tentukan persamaan garis singgung padalingkaran:
a. (x—=3)2+ (y+ 1)2=25dititik (7, 2),
b. x?+y?—4x—6y—27=0di titik (4, 1).

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x* + y2 = 41 yang:

a. mealui titik berabsis5 padalingkaran,

b. sggar garisL: 3x + 3y = 10,

c. tegak lurusgarisL: 3x—6y = 8.

Jikagarisy = —3x + n menyinggung lingkaran x + y? — 2x — 19 = 0, tentukan nilai n dan
titik singgungnya

Tentukan persamaan garis singgung yang tegak lurus garis 3x + y + 3= 0 padalingkaran
X2 +y?2—8x—4y—-20=0.

Jikagarisg adaah garissinggung melalui titik (3, 4) padalingkaran x? + y? = 25, tentukan
persamaan garis singgung lingkaran x* + y> — 2x + 4y + 4 = 0 yang sgjgjar garis g.
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Suku Banyak

Algoritma Pembagian Suku Banyak M
Penggunaan Teorema Sisa dan Teorema Faktor

Akar-Akar Rasional dari Persamaan Suku Banyak M

Masihkah kamu ingat peristiwa kecelakaan pesawat yang saat ini sering terjadi
di Indonesia? Ternyata kecelakaan pesawat itu disebabkan oleh banyak sekali faktor.
Beberapa di antaranya yaitu kesalahan manusia, masalah navigasi, cuaca, kerusakan
mesin, body pesawat yang sudah tidak memenuhi syarat, dan lain-lain. Jika faktor-
faktor tersebut diberi nama suku x , X,, X,, ...., X, maka terdapat banyak suku dalam
satu kesatuan. Dalam ilmu Matematika, hal demikian dinamakan suku banyak.

Pada bab ini, kamu akan belajar lebih lanjut mengenai aturan suku banyak dalam
penyelesaian masalah. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat menggunakan
algoritma pembagian suku banyak untuk mencari hasil bagi dan sisa, serta
menggunakan teorema sisa dan teorema faktor dalam pemecahan masalah.



Suku banyak

v
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banyak

menentukan

v \
Pengertian dan Hasil bagi dan
nilai suku sisa pembagian
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v
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Algoritma Pembagian Suku Banyak

1. Pengertian dan Nilai Suku Banyak

Pengertian Suku Banyak

Suku banyak adalah suatu bentuk yang memuat variabel berpangkat. Suku banyak
dalam x berderajat n dinyatakan dengan:

n-1 -2
ax'+a Xxt+a X+ ..+ ax+a

Dengan syarat: ne bilangan cacahdana ,a _, ..., &, disebut koefisien-koefisien
suku banyak, a, disebut suku tetap dan a_# 0.

Contoh
1) 6x¢ — 3x? + 4x — 8 adalah suku banyak berderajat 3, dengan koefisien x®
adalah 6, koefisien x? adalah -3, koefisien x adalah 4, dan suku tetapnya —8.

2) 2 -5x+4-— % adalah bukan suku banyak karena memuat pangkat negatif
yaitu % atau 7x* dengan pangkat —1 bukan anggota bilangan cacah.

Nilai Suku Banyak

Suku banyak dengan derajat n dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi f(x) berikut ini.
fx)=ax"+a X'+ a X2+ ...+ ax+a,
di mana n € bilangan cacah dan a_ # 0.
Nilai f(x) tersebut merupakan nilai suku banyak. Untuk menentukan nilai suku
banyak dapat dilakukan dengan dua cara berikut.
1) Cara substitusi

Misalkan suku banyak f(x) = ax® + bx? + ¢x + d. Jika nilai x diganti k, maka
nilai suku banyak f(x) untuk x = k adalah f(k) = ak® + bk? + ck + d. Agar lebih
memahami tentang cara substitusi, pelajarilah contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Hitunglah nilai suku banyak berikut ini untuk nilai x yang diberikan.
1. f(x) =23+ 4x*-18 untuk x =3

2. f(X)=xt+3¢-x+7x+25 untuk x=-4

Penyelesaian

1. f(x)= 2x®+4x*-18

f(3)= 2-3%+4-32-18
= 2.27+4-9-18
= 54+ 3618
f(3) = 72

Jadi, nilai suku banyak f(x) untuk x = 3 adalah 72.
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2. (X X+ 3E-x2+T7x+25

f(-4) ; (-4)*+3- (-4 - (-4)2>+7-(-4)+ 25
= 256-192-16-28+25
f-4) = 45

Jadi, nilai suku banyak f(x) untuk x = —4 adalah 45.

2) CaraHorner/bangun/skema/sintetik
Misalkan suku banyak f(x) = ax® + bx? + cx + d.
Jika akan ditentukan nilai suku banyak x = k, maka:
f(x) =a +bx+cx+d
f(x) = (¢ + bx+c)x +d
f(x) = ((ax + b)x + c)x + d
Sehingga f(k) = ((ak + b)k + c)k + d.
Bentuk tersebut dapat disajikan dalam bentuk skema berikut ini.
k a b C d
ak 5, ak® + bk 5, k¢ + bk + ck
ak? + bk + ¢ ak®+ bk?+ck+d

A

+

Agar lebh memahami tentang cara Horner, pelajarilah contoh soal berikut.
Contoh soal

Hitunglah nilai suku banyak untuk nilai x yang diberikan berikut ini.
1. f(x)=x3+2x*+3x—-4untuk x=5

2. f(X) = 2x®—3x% + 9x + 12 untuk x = %
Penyelesaian
1. 5 1 2 3 -4
5 35 190
+

1 7 38 186
Jadi nilai suku banyak f(x) untuk x = 5 adalah 186.
2 -3 9 12

Jadi, nilai suku banyak f(x) untuk x = % adalah 16.

~—imngattt
e Masing-masing koefisien x disusun dari pangkat terbesar sampai terkecil

(perpangkatan x yang tidak ada, ditulis 0).

» Tanda panah pada skema berarti mengalikan dengan k, kemudian dijumlahkan
dengan koefisien yang berada di atasnya.
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5.1

1. Tentukan derajat, koefisien-koefisien, dan suku tetap dari setiap suku banyak

berikut ini.
a. x*+5x2-4x+3 d x(1-x)(1+x
b. 5x*+6x2+3x-1 e. (2¢-9)(3x+1)

C. X -6 -x

2. Tentukanlah nilai setiap suku banyak berikut ini dengan cara substitusi.
a. X+ 7x—4x+3,untuk x=5 d. 5x*+7x+3x+1, untuk x=-1

b. 2x¥+4x2+6x+8,untukx=3 e. x3—x+1,untukx=—%
C. 233+ 4x2—-18, untuk x=3

3. Tentukanlah nilai setiap suku banyak berikut ini dengan cara Horner.
a. X+ 7 —-2x+4,untuk x=2

2X* = X2+ 8, untuk x = -3

X+ 20 = 5x2 + 3x+ 5, untuk x=1

4XT — 8X% + 4x* — 5x3 + 15x — 22, untuk x = -2

X+ X =24+ 2x -1, untuk x = -1

® Q0o

2. Derajat Suku Banyak pada Hasil Bagi dan Sisa Pembagian

Derajat merupakan pangkat tertinggi dari variabel yang terdapat pada suatu suku
banyak. Jika suku banyak ditulis a x"+a__ x""*+ ... + a X+ a, maka derajat dari suku
banyak tersebut adalah n. Bagaimanakah derajat suku banyak pada hasil bagi?

Perhatikanlah uraian berikut ini.

Misalkan, suku banyak ax® + bx? + cx + d dibagi oleh (x — k). Dengan pembagian
cara susun, maka dapat dilakukan perhitungan sebagai berikut.

ax? + (ak + b)x +(ak? + bk + ¢)

x—k)ax3+bx2+cx+d

ax® — ak¢?

(ak+ b))+ cx+d
(ak + b)x2 — (ak? + bk)x
(ake + bk +c)x +d
(ak® + bk + c)x — (ak® + bk + c)k
ak® + bk? + ck + d
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Dari perhitungan tersebut diperoleh ax? + (ak + b)x + (ak? + b + c) sebagai hasil
bagi. Maka, dapat diketahui dari ax® + bx? + cx + d dibagi oleh (x — k) hasil baginya
berderajat 2. Selain itu, dari perhitungan di atas diperoleh ak® + bk? + ck + d sebagai
sisa pembagian.

Jika terdapat suku banyak f(x) dibagi (x — k) menghasilkan h(x) sebagai hasil bagi
dan f(k) sebagai sisa pembagian, sedemikian hingga f(x) = (x — k) h(x) + f(k).

Perhatikanlah penentuan nilai suku banyak dengan cara Horner berikut ini.

k a b c d
ak ak? + bk alké + bk? + ck
a ak+ b alk+ bk+ ¢ akd+bkk+ck+d

Jika kita bandingkan hasil di atas dengan pembagian cara susun, maka diperoleh
hasil sebagai berikut.

a. ak®+ bk? + ck + d merupakan hasil bagi.
b. a, ak+ b, dan ak? + bk + ¢ merupakan koefisien hasil bagi berderajat 2.

Dengan demikian, menentukan nilai suku banyak dengan cara Horner dapat juga
digunakan untuk menentukan hasil bagi dan sisa pembagian dengan pembagi (X — k).

Berdasarkan uraian yang telah kita pelajari maka dapat ditarik kesimpulan sebagai
berikut.

Jika suku banyak f(x) berderajat n dibagi oleh fungsi berderajat satu
akan menghasilkan hasil bagi berderajat (n — 1) dan sisa pembagian
berbentuk konstanta.

Perhatikan contoh soal berikut ini untuk memahami cara menentukan derajat hasil
bagi dan sisa pembagian suku banyak.

Contoh soal
Tentukanlah derajat dari hasil bagi dan sisa pembagian suku banyak berikut.
1. 2x3+ 4x? - 18 dibagi x - 3.
2. 23+ 3x2+5dibagix+1
Penyelesaian
1. 23+ 4x? - 18 dibagi x - 3.
a. Dengan cara susun
2x2 +10x + 30

x—3>2x3+4x2+0x—18

2x3 — 6% _
10x* + Ox —18
10x? — 30x
30x - 18
3x -0
72
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b Dengan cara Horner

3 2 4 0 -18

p74 p74
2 107 30 |[72]

Dari penyelesaian tersebut diperoleh 2x? + 10x + 30 sebagai hasil bagi
berderajat 2 dan 72 sebagai sisa pembagian.

2. 23+ 3x¢+5dibagix+1
a. Dengan cara susun
2x° +x-1
x+1>2x3+3x2+0x+5
2x° +2x°
x> +0x+5
X+ x
—-x+5
-x-1
—-

b. Dengan cara Horner

2 1 -1 6

hasil bagi sisa

Dari penyelesaian tersebut diperoleh 2x* + x — 1 sebagai hasil bagi berderajat
2 dan 6 sebagai sisa pembagian.

5.2

Tentukanlah derajat suku banyak hasil bagi dan sisa pembagian dari:
X3+ 2x%2 + 3x + 6 dibagi (x - 2)

X3+ 4x2 + x + 3 dibagi (x-1)

3 +4x2 — 7x + 1 dibagi (x - 3)

Xt — %2 + 7 dibagi (x + 1)

X3 + 6x2 + 3x — 15 dibagi (x + 3)

2x3 — 4x2 — 5x + 9 dibagi (x + 1)

© ok~ wdE
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3. Hasil Bagi dan Sisa Pembagian Suku Banyak

150

Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Linear (ax + b)

Pembagian suku banyak dengan pembagi (x — k) yang telah kamu pelajari, dapat
dijadikan dasar perhitungan pembagian suku banyak dengan pembagi (ax + b).
Untuk lebih jelasnya, perhatikanlah uraian berikut ini.

Suku banyak f(x) dibagi (x — k) menghasilkan h(x) sebagai hasil bagi dan f(k)
sebagai sisa pembagian, sedemikian sehingga f(x) = (x— k) h(x) + f(k). Pembagian
suku banyak f(x) dibagi (ax + b), dapat diubah menjadi bentuk f(x) dibagi
X— (—% . Berarti, nilai k = —g , sehingga pada pembagian suku banyak f(x) tersebut
dapat dilakukan perhitungan sebagai berikut.

fey = (x_(_%))'h(x)Jrf(_%) , Ingatt
- (e ) e p(-2) (x+2)- et
fo) = ey neo +f[-2)
o = ey -l
Suku banyak f(x) dibagi (ax + b) menghasitian ") sebagai hasil bagi dan
f(—%) sebagai sisa pembagian, sehingga f(x) = (ax + b)- @ + f(—%).

Untuk lebih jelasnya, perhatikanlah contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Tentukanlah hasil bagi dan sisanya jika memakai cara horner.

1. f(X) =2 + X2 + 5x - 1 dibagi (2x - 1)

2. f(xX) =2 +x2+ x + 10 dibagi (2x + 3)

Penyelesaian

1. f(x) =2x3 + x2 + 5x — 1 dibagi (2x — 1) dengan cara horner sebagai berikut.

% 2 1 5 -1 i |gcu.§ !
1 1 3 Karena pembaginya

= 1
5 5 6 5 2x-1=2(x-3)
Faktor pengalinya adalah %
hasil bagi sisa Hasil baginya = 242 +22x+6
=X +X+3

Maka sisa pembagian = 2.
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(X— 5)(2X +2x +6) + 2

f(x)

—(sz_ D @+ 2x+6)+2
2x=1D0E+x+3)+2
Jadi, (2 + x + 3) merupakan hasil bagi dan 2 merupakan sisa pembagian.

f(x) = 23 + X2 + x + 10 dibagi (2x + 3) dengan cara horner sebagai berikut

3 (7 ! n”atl | S\
-5 | 2 1 1 10 gatH
/_3 P 3 P —6 Karena pembaglgya
2 -2 4 4 2X+3:2(X+§)
i 3
hasil bagi sisa Faktor pengalinya — 5

Hasil baginya = %
=x-x+2
Maka sisa pembagian = 4.

\ J

Jadi, (% — x + 2) merupakan hasil bagi
dan 4 merupakan sisa pembagian.

b. Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat (ax? + bx + c)

Pembagian suku banyak dengan ax? + bx + ¢, di mana a= 0 dapat dilakukan dengan
cara biasa apabila ax* + bx + c tidak dapat difaktorkan, sedangkan jika
ax? + bx + ¢ dapat difaktorkan dapat dilakukan dengan cara Horner.

Misalkan, suatu suku banyak f(x) dibagi ax>* + bx + ¢ dengan a # 0 dan dapat
difaktorkan menjadi (ax — p,)(X — p,). Maka, pembagian tersebut dapat dilakukan
dengan mengikuti langkah-langkah berikut ini.

1)

2)

3)

f(x) dibagi (ax — p,), sedemikian hingga f(x) = (ax — p,)-h,(x) + f(%l}

di mana h,(x) = @.

h(x) dibagi (x — p,), sedemikian hingga h,(x) = (x-p,)-h,(X) + h,(p,).
Substitusikan hl(X) = (x- pz). hz(x) + hl(pz) ke f(x) = (ax - pl)' hl(X) +f (%]

Dihasilkan f(X) = (ax — p,)(@x — p,)- h,(x) + [(ax—Pl)'hl(Pz) +f (% )]

Karena (ax — p,)(ax — p,) = ax* + bx + ¢, maka dapat ditulis sebagai berikut.

() = (@ + bx+ ) h(x) + [(ax—m)~h1(iﬂz)+f(%ﬂ

dimana: « h,(x) merupakan hasil bagi
a

* (ax—p)-h(p) +f (p ! ) merupakan sisa pembagian
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Agar kamu memahami pembagian suku banyak oleh bentuk kuadrat, pelajarilah
contoh soal berikut.

Contoh soal

Tentukanlah hasil bagi dan sisa pembagian jika:
1. 3x*+4x3—5x2 — 2x + 5 dibagi (> + 2x + 3)
2. 2¢+x2+5x-1 dibagi (-1)
Penyelesaian

1. 3x*+ 4% - 5x2 — 2x + 5 dibagi (x* + 2x + 3)

Karena x? + 2x + 3 tidak dapat difaktorkan, maka dilakukan pembagian biasa
(cara susun).

3% - 2x— 10
X2 +2x+3)3x4 +4x° —5x% —2x+5
33X + 6 + 9x?

2 -14x2-2x + 5
—2x3 — 4x? - 6X

-10x*+ 4x + 5
—10x? — 20x—30 B
24x + 35

Jadi, 3x* — 2x — 10 merupakan hasil bagi dan 24x + 35 merupakan sisa
pembagian.
2. 23+ x2+5x—1 dibagi (¥*-1)
Karena (x* — 1) dapat difaktorkan menjadi (x + 1)(x — 1), maka pembagian
tersebut dapat dilakukan dengan 2 cara.
a. Cara susun
2x+1
x? —1)2x3 +x*+5x-1
2x3 - 2X B
X+ T7x-1
X2 -1
X

b. Cara Horner
x? — 1 difaktorkan menjadi (x + 1)(x — 1)

12 1 5 4
2 1 -6
+
2 -1 6 |-7| = f(%)
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a0 o LS I

a0 o

2 1
+

2 1 = h(x)

hasil bagi

Jadi, (2x + 1) merupakan hasil bagi dan 7x merupakan sisa pembagian.

5.3

. Tentukanlah hasil bagi dan sisanya, jika:

X3+ 7x% + 4 dibagi (X - 2)
x*—x3 + 16 dibagi (x - 3)
Xt + 3x2 — 4x + 3 dibagi (x + 1)
2 — 3X + X2 — 4x® dibagi (x + 3)
4x° — 2x3 — x + 4 dibagi (x + 2)

. Tentukanlah hasil bagi dan sisanya, jika:

X3 —2x% + 4x — 9 dibagi (2x - 1)
X3+ 7x% + 4 dibagi (2x + 1)

2x% + 2x% — 5x + 1 dibagi (2x - 1)
33 — 2x2 + 5x — 4 dibagi (3x - 2)
4x5 — 3x% + x? + 3 dibagi (3x + 2)

. Tentukanlah hasi bagi dan sisanya, jika:

x® + 2x — 3 dibagi (x* - 1)

X3 + 3x% + 5x + 9 dibagi (3¢ - 2x + 1)

4x% + x* + 2x — 5 dibagi (}* + 2x - 3)

2x* + 3¢ — 2 + 2x - 5 dibagi (2 + x + 1)
=2x3 + 4x2 + x + 7 dibagi (-x? + 5x — 6)

. Tentukan nilai asehingga:
a.
b.
C.

2x% + x? — 13x + a habis dibagi (x — 2), kemudian tentukan hasil baginya.
6x% — X2 — 9x + a habis dibagi (2x + 3), kemudian tentukan hasil baginya.
4x* — 12x% + 13x% — 8x + a habis dibagi (2x — 1), kemudian tentukan hasil
baginya.

. Tentukanlah nilai adan b, jika:
a.
b.
c.

x® + ax + b habis dibagi (x* + x + 1)
x* + x% + ax + b habis dibagi (x* + 3x + 5)
=3x% + 14x% + ax + b dibagi (= + 4x — 1) dan sisanya (6 — 7x)
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Penggunaan Teorema Sisa dan Teorema Faktor

1. Penggunaan Teorema Sisa

154

Menentukan Sisa Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Linear

Dalam menentukan sisa pembagian suku banyak oleh bentuk linear, kita dapat
menggunakan teorema sisa.

Teorema Sisa 1

Jika suku banyak f(x) dibagi (x — K), maka sisa pembagiannya adalah f(k).

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatikanlah contoh
berikut ini.

Contoh soal

Tentukanlah sisa pembagian dari f(x) = X + 4% + 6x + 5 dibagi (x + 2).
Penyelesaian

Caral: Cara biasa

f(X) =xX+4x2+6x+5

f(-2) = (-20°+4-(-2)*+6-(-2) +5
= -8+4-4-12+5
=-8+16-12+5
=1

Jadi, sisa pembagiannya 1.
Cara 2: Sintetik (Horner)

-2 1 4 6 5

1 2 2

Jadi, sisa pembagiannya 1.

Teorema Sisa 2

Jika suku banyak f(x) dibagi (ax + b), maka sisa pembagiannya adalah f(—%).

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatikanlah contoh
berikut ini.

Contoh soal
Tentukan sisa pembagian dari f(x) = 5% + 21x% + 9x — 1 dibagi (5x + 1).
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Penyelesaian
Cara 1: Cara biasa
f(x) = 5 +21x+9x-1

f(-3) = 5 (-3F+21(1)r+9(-5)-1

= 5 () +2l(35) - 2 -1

Jadi, sisanya -2.
Cara 2: Cara sintetik (Horner)

1
-5 5 21 9 -1

Al st 1

5 20 5

Jadi, sisanya 2.

Menentukan Sisa Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat

Dalam menentukan sisa pembagian suku banyak oleh bentuk kuadrat, Kita dapat
menggunakan teorema sisa berikut ini.

Teorema Sisa 3

Jika suatu suku banyak f(x) dibagi (x — a)(x — b), maka sisanya adalah px + q
di mana f(a) = pa + g dan f(b) = pb + q.

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatikanlah contoh
soal berikut ini.

Contoh soal
Jika f(x) = x® — 2x2 + 3x — 1 dibagi x* + x — 2, tentukanlah sisa pembagiannya.
Penyelesaian

Pada f(x) = x* — 2x? + 3x — 1 dibagi X2 + X — 2, bentuk x* + x — 2 dapat difaktorkan
menjadi (x + 2)(x — 1). Berdasarkan teorema sisa 3, maka dapat dilakukan
perhitungan sebagai berikut.

x+2)(x-1) & (X-(-2)(x-1)
maka nilaia=-2danb=1.
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f(@ = pa+qg
f(-2)= -2p+q
(-2°-2-(-2*+3-(-2)-1 = -2p+q
8-8-6-1=-2p+q
23 = -2p+Q e (1)

f(b) = pb+q
f(l) = p+q
13-2.12+3.1-1
1-2+3-1

1

P+q
P+q
p+q ...l (2)

1

|
N
w

—-2p+q
p+q
-3p = =24
p
Nilai p disubtitusikan ke persamaan (2).
p+q 1
8+(Q 1
q -7
Jadi, sisa pembagiannya = px + q
=8x-7

1
-

1
(o]

5.4

1. Tentukanlah sisa pembagian suku banyak oleh bentuk linear berikut ini.
a. X3+ 4+ x+ 3dibagi (x-1)
b. x*-3x*+ 7 dibagi (x-7)
c. x*+x2-16dibagi (x + 1)
d. 23+ 7x*—5x + 4 dibagi (2x + 1)
e. 2x¥+5x2+ 3x + 7 dibagi (3x + 2)

2. Tentukanlah sisa pembagian suku banyak oleh bentuk kuadrat berikut ini.
a. 2x*—3x2—x+ 2dibagi (x-2) (x+1)

xt+x3 - 2x% + x + 5 dibagi (¥* + X — 6)

3¢ + 8x2 — x — 11 dibagi (@ + 2x — 3)

4x8 + 2x? — 3 dibagi (3 + 2x — 3)

X% + 14x2 — 5x + 3 dibagi (¢ + 3x — 4)

O O O T
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Penggunaan Teorema Faktor

Teorema faktor dapat digunakan untuk menentukan faktor linear dari suku banyak.
Perhatikan teorema faktor berikut ini.

Jika f(x) suatu suku banyak, maka (x — k) merupakan faktor dari f(x) jika dan
hanya jika f(x) = 0.

Untuk lebih memahami penggunaan teorema faktor, pelajarilah contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Tentukanlah faktor-faktor dari:
1. X¥-2%-x+2

2. 23+ T +2x-3
Penyelesaian

1. Jika (x — k) merupakan faktor suku banyak x® — 2x2 — x + 2, maka k merupakan
pembagi dari 2, yaitu + 1 dan £ 2. Kemudian, dicoba nilai-nilai tersebut.
Misalkan, dicoba cara Horner dengan pembagi (x - 1).

1 1 -2 -1 2
1 =1 =2

4 A 4

2 17 27 [o]

X=2%-x+2 = X=-1D(-x-2)
xX-D(x-2) (x+1)
Jadi,faktor-faktornya adalah (x — 1)(x — 2)(x + 1).

2. Jika (x — k) merupakan faktor suku banyak 2x3 + 7x? + 2x — 3, maka k merupakan
pembagi dari 3, yaitu + 1 dan £ 3. Kemudian, dicoba nilai-nilai tersebut.
Misalkan, dicoba cara Horner dengan pembagi (x + 1).

+

-1 2 7 2 -3

-2 -5 3
e i b A

27 57 37 [0]
23+ T2+ 2x-3 = (x+1)(2x* + 5x - 3)
= (x+1)(x+3)(2x-1)
Jadi, faktor-faktornya adalah (x + 1)(x + 3)(2x — 1).

Penyelesaian Persamaan Suku Banyak

Mencari penyelesaian persamaan suku banyak sama halnya dengan menentukan
akar-akar persamaan yang memenuhi f(x) = 0. Kita dapat menyelesaikan persamaan
suku banyak dengan menentukan faktor linear.
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Jika f(x) suatu banyak, maka (x — k) merupakan faktor dari f(x) jika dan
hanya jika k akar persamaan f(x) = 0

Untuk lebih memahami tentang persamaan suku banyak dan penyelesaiannya, pelajarilah
contoh soal berikut.

Contoh soal

1. Tentukanlah himpunan penyelesaian dan faktor linear dari f(x) = x® — 2x% — x + 2.
Penyelesaian
f)=x-2x% -x+2
f(x) dibagi (x - 1)

1 1 -2 -1 2
1 -1 -2
. = . +
1 -1 -2 0

Karena f(1) = 0, maka (x — 1) merupakan penyelesaian dari x® — 2x?2 — X + 2.
Sedangkan, penyelesaian yang lain x> — x — 2.

X—2x%-x+2 = (x=-1)(¢-x-2)
= x-1)(x+1)(x-2)
Jadi, himpunan penyelesaiannya adalah {-1, 1, 2}.
2. Jika % merupakan akar-akar persamaan 2x3 + x> — 13x + a = 0, tentukanlah a dan
akar-akar yang lain.
Penyelesaian

Untukx= 3 = 2(3)+(3)-13(3)+a = 0
1.1 13 -
2:gtyg-5 ta=0

1.1 a1l .. -
grg-6y+a=0
-6+a =0

a =6

1 _
> 2 1 13 6
1 1 —6
4 z +
2 2 -12 0
2 2 2 =12
P
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23+ x-13x+6 =0
(2x-1)(x-2)(2x-6) =0
2x-1)(x-2) (x=-3) =0

Jadi, akar-akar yang lain adalah x = 2 dan x = 3.

5.5

1. Tentukanlah faktor-faktor dari suku banyak berikut ini.
a. X +4x-3x-2

b. 2x®-5x2+ 8x—33
C. IX*-14x*+2x+4
d 2xX°-3x*-5x*-8x*-14x+ 6
e. 23+ 7x*-3x-6
f. 2xX4+ 742 - 72
2. Tentukanlah himpunan penyelesaian dan faktor linear dari suku banyak berikut
ini.
a. f(x)=x-x2-8x+12
b. f(xX) =2x® - 3x2-14x + 15
c. f(x) =3x®-13x*-51x+ 35
d f)=x+xX-7-x+6
e. f(X)=--x2+14x+24
f. f(X) = —6x* + 17x% + 105X + 64X — 60

4. Pembuktian Teorema Sisa dan Teorema Faktor
a. Pembuktian Teorema Sisa
1) Pembuktian teorema sisa 1

Teorema sisa 1 menyatakan bahwa jika f(x) dibagi (x — k), maka sisa
pembagiannya adalah f(k). Perhatikanlah uraian berikut untuk membuktikan
kebenaran teorema tersebut.
Diketahui f (x) = (x— k) h(x) + S. Derajat Slebih rendah satu daripada derajat
(x = k), sehingga S merupakan konstanta. Karena f(x) = (x — k) k(xX) + S
berlaku untuk semua x, maka jika x diganti k akan diperoleh:
f(kl =(k-Kk) hk) +S

=0-h(k) +S

=0+S

=S
Jadi, f (K)=S — Smerupakan sisa pembagian (terbukti).
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Contoh soal

Jika f(x) dibagi oleh x* — 5x + 6 sisanya 2x + 1. Tentukan sisanya jika f(x) dibagi
oleh x - 3.

Penyelesaian
f(xX)=(-5x+6)h(X) +S
f(X)=(x=3)(x-2) h(x) +2x + 1
f)=B-3)3-2)h(3)+2-3+1
f3)=0+6+1

Jadi, sisanya adalah 7.

Pembuktian teorema sisa 2
Teorema sisa 2 menyatakan bahwa jika f(x) dibagi (ax + b), maka sisa
pembagiannya adalah f(_b) Perhatikanlah uraian berikut untuk membuktikan

kebenaran teorema tersebut.
Diketahui f(x) = (ax + b)- @ + S Karena pada f(X) = (ax + b)- _h(ax) +S

berlaku untuk semua nilai x, maka jika nilai x = —% akan diperoleh:

i = (ax+b) ) + s
h= e s
f(-5)=(-b+b) (%)
ﬂ—%)=w)ﬁ$?)+s
(~by=0+s

f(-b)=s

Jadi, terbukti bahwa sisa pembagian adalah f(_%).

Contoh soal

Jika f(x) habis dibagi (x— 2) dan jika dibagi (2x + 1) sisanya 5. Tentukan sisanya
jika f(x) dibagi 2x* — 3x — 2.

Penyelesaian

Misalkan f(x) dibagi (2x2 — 3x — 2), hasil baginya h(x) dan sisanya ax + b.
f)=(2¢-3x-2) h(x) + S
fX)=(x-2)(2x+1) h(x) +ax+ Db
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f2)= 2-2)(2-2+1)h@2) +2a+b
f2)= 0-h(2) +2a+ b
0 =2a+b < 2a+b=0 ... 1)

f3) = (3-2QC3)+Dh-3)+al3)+b
f-3) = (-3 -D1+DhC-3)- za+b

5 = 0 h(-3)-3a+b

5 = -la+b o —a+20=10 ...(2)

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh:

2a+b =0 |[x1|] = 2a+b =0
-a+2b=10|x2| = -2a+4b =20 N
0+5b = 20
b =4
b = 4 disubstitusikan ke persamaan (1)

2a+b = 0
2a+4 = 0
2a = 4
a = -2

Jadi, sisanya adalah —2x + 4.

Bagilah kelasmu menjadi beberapa kelompok, kemudian buktikanlah teorema
sisa 3 berikut ini.

Jika suatu suku banyak f(x) dibagi (x—a)(x —b), maka sisanya adalah px + q
di mana f(a) = pa+ qdan f(b) = pb + q.

Catat dan bacakanlah hasilnya di depan kelompokmu. Adakanlah tanya jawab
tentang materi yang sedang dibahas.

b. Pembuktian Teorema Faktor

Teorema faktor menyatakan bahwa jika f(x) suatu suku banyak, maka x — h
merupakan faktor dari f(x) jika dan hanya jika f(h) = 0. Perhatikanlah uraian berikut
ini untuk membuktikan kebenaran teorema tersebut.

Diketahui menurut teorema sisa f(x) = (x — k)- h(x) + f(k). Jika f(k) = 0, maka
f(X) = (x — K)- h(x). Sehingga x — k merupakan faktor dari f(x). Sebaliknya, jika
X — k merupakan faktor dari f(x), maka f(x) = (x — K)- h(X).
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Jika x = k, maka:
f (k) = (k — K)-h(k)

= 0. h(k)

=0
Jadi, f(k) = 0 jika dan hanya jika (x — k) merupakan faktor dari f(x) (terbukti).
Contoh soal
Hitunglah p jika 2x® — 5x% — 4x + p habis dibagi x + 1.
Penyelesaian
Karena 2x* — 5x* — 4x + p habis dibagi x + 1 maka sisanya 0, sehingga:

fX) = 2¢-56x-4x+p
f(-1) = 2(-10°-5(-1)2-4(-1)+p
0 = -2-5+4+p
0 = —3+p
p =3
Jadi, p=3.

Akar-Akar Rasional dari Persamaan Suku Banyak

1. Menentukan Akar Rasional

Jika diketahui suatu suku banyak f(x) dan (x — a) adalah faktor dari f(x), maka a
adalah akar dari persamaan f(x) atau f(a) = 0.

2. Sifat-Sifat Akar Persamaan Suku Banyak
a. Untuk Suku Banyak BerderajatDua:ax>+ bx+c=0

Jika x, dan x, adalah akar-akar persamaan kuadrat ax’ + bx + ¢ = 0, maka:

D x+x=-b
2) x = €
X% =1
b. Untuk Suku Banyak Berderajat Tiga:ax®+ bx?+cx+d=0

Jika x, X,, dan x, adalah akar-akar persamaan ax® + bx* + cx + d = 0, maka:
S
) XX+ X X F XX =

3) x-%%=-4
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c. Untuk Suku Banyak Berderajat Empat: ax*+ bx®*+cx?+dx+e=0

Jika x;, X,, X;, dan x, adalah akar-akar persamaan suku banyak ax* + bx® + cx* +
dx + e= 0, maka:

1) x1+x2+x3+x4:_%

2) X1~X2'X3+X2~X3-X4+X3'X4-X1+X4'X1'X2=%

3) Xl'Xz+X1'X3+X1'X4+X2'X3+X2'X4+X3'X4:_%
4) X X X Xy = %
Contoh soal

1. Jika salah satu akar dari suku banyak x® + 4x*> + x — 6 = 0 adalah x = 1,
tentukanlah akar-akar yang lain.

Penyelesaian
1 1 4 1 -6
1 5 6
e e e
17 57 67 [0]
karena f(1) = 0, maka x = 1 adalah akar persamaan f(x) = 0
X¥+4x+x-6 =0
x=1)(+5x+6) =0
x-1)(x+2)(x+3)
Jadi, akar yang lain adalah x=-2 dan x= -3.

+

1
o

2. Diketahui x, x,, dan x, adalah akar-akar persamaan 2x* — bx® — 18x + 36 = 0.

Tentukan:

& XXX

b+ XX XX

C. XX, "X,

d. nilaib, jika x, adalah lawan dari x;

e. nilai masing-masing x,, X,, dan x, untuk b tersebut

Penyelesaian
a. 23 -bx*-18x+36=0

a =2 c =-18
b =-b d = 36
X, +X, + X = %z—% .............. (1)
b, XX+ X, X+ XX =G =8 = 9 L. @)
C. x1~x2'x3=_7d = _T?’G =-18 ... 3)
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d. Dari(1): Dari (2):

X, X, + X, = —% Xl(_X1)+§_X1)X3+X1X3:_9
b XX XX XK= -9
X, + (—xl) +X, = 5 —X12 = 9
__b X*=9
2 X?=9 — x =3 atau x =-3
Dari (3)
X %% = -18
untuk x, =3, maka x, = -3 — X X,"X, = -18
3--3-x, = -18
-9x, = -18
- _b =2
X+ X+ X, = —5 X
- b
3+(3)+2 = —5
_ b
2 =

4 =-b = b=-4
Untuk x, = -3, maka x, =3 — X ‘X, -X, = -18
(-3)-3-x, = 18

-9-x, = 18
X, ==2 , makab=4

e. X =3, X,=-3,danx, =2 untuk b =-4 atau
X, =-3, X,=3,danx,=-2 untuk b= 4

5.6

Kerjakan soal-soal di bawah ini!

1. Tentukan faktor dari:
a. X¥+x2-2=0
b. 2x¥*-x2-5x-2=0
c. 2x¥-11x*+17x-6=0
2. Tentukan faktor dari suku banyak berikut.
a. 8x3-6x-59x+15=0
b. 2x*-5x*-28x+15=0
C. 28-7x-17x+10=0
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3. Tentukanlah akar-akar dari:
a. X+4x%+x-6=0
b. X¥-6x+11x-6=0
C. 2% +3x*-8x+3=0

4. Selesaikan

a. Jika akar-akar persamaan px® — 14x* + 17x — 6 = 0 adalah x,, X,, X, untuk
X, = 3, tentukan X, -X,- X,.

b. Jika persamaan x® — x? — 32x + p = 0 memiliki sebuah akar x = 2, tentukan
akar-akar yang lain.

c. Jika —4 merupakan salah satu akar dari persamaan x® + 2x2 — 11x + a =0,
tentukan nilai a.

d. Tentukan akar-akar dari x® + 2x2 — 5x — 6 = 0.

1. Pembagian suku banyak
a. Pengertian suku banyak.
Suatu suku banyak berderajat n dinyatakan dengan:
ax'+ a X'+ a X+ .+ ax+ta,
b. Nilai suku banyak
Untuk menentukan nilai suku banyak dapat dilakukan dengan dua cara.
1) Carasubstitusi
2) Cara skema (Horner)
2. Menentukan derajat suku banyak hasil bagi dan sisa pembagian
a. Suku banyak f(x) dibagi (x — k) menghasilkan h(x) sebagai hasil bagi dan
f(x) sebagai sisa pembagian, sedemikian hingga f(x) = (x — k) h(x) + f(k)
b. Suku banyak f(x) berderajat n jika dibagi oleh fungsi berderajat satu akan

menghasilkan hasil bagi berderajat (n — 1) dan sisa pembagian berbentuk
konstanta.

3. Menentukan hasil bagi dan sisa pembagian suku banyak oleh bentuk linear atau
kuadrat

h(x)

a. Suku banyak f(x) dibagi (ax + b) menghasilkan ~ sebagai hasil bagi

h(x)

dan f(—%) sebagai sisa pembagian, sedemikian hingga f(x) = (ax + b) — t

f(—%).
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b.

Suku banyak f(x) dibagi ax?* + bx + ¢ dan dapat difaktorkan menjadi
(ax — p,)(x — p,) dapat ditulis f(x) = (ax* + bx + c)-h(x) + [(ax — p,).
h.(p,) + f(%) di mana h,(x) merupakan hasil bagi dan (ax—p,) h,(p,) +

f(%]) merupakan sisa pembagian.

Teorema sisa

a.
b.

C.

Jika suku banyak f(x) dibagi (x — k), maka sisa pembaginya adalah f(k).
Jika suku banyak f(x) dibagi (ax + b), maka sisa pembaginya adalah f (_%) .
Jika suku banyak f(x) dibagi (x — a)(x — b), maka sisanya adalah px + q
dimana f(a) = pa + qdan f(b) = pb + q.

Teorema faktor

Jika f(x) suatu suku banyak, maka (x — K) faktor dari f(x) jika dan hanya jika k
akar persamaan f(x) = 0.

Akar-akar rasional persamaan suku banyak

a.

Suku banyak berderajat dua: ax* + bx+ ¢c=0
b

1) X X = 2
2) XX, = %
Suku banyak berderajat tiga: ax* + bx* + cx+ d=0

1) xl+x2+x3:_%

c

2) XX XX XX =

3) XX, X = _%

Suku banyak berderajat empat: ax* + bx® + cx* + dx + e=0

1) X1+X2+X3+X4:_%

c

2) X1'X2'X3+X2'X3'X4+X3'X4'X1+X4'X1'X2:E
d
3) X1~X2+X1~X3+X1~X4+X2~X3+X2~X4+X3~X4:—E

e
4) XXy XX, = 7
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Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar.

Nilai suku banyak 6x° + 2x* + 4x? + 6 untuk x = -1 adalah .....

a. 10 d -4
b. 2 e. =10
c. -2

Jika nilai suku banyak 2x* + mx® — 8x + 3 untuk x = 3 adalah 6, maka madalah ....
a. -5 d. 3

b. -3 e. 5

c. 2

Suku banyak f(x) = x® + 5x2 — 3x + 9 dibagi (x — 2), maka hasil baginya adalah ....
a. X2—-7x+11
b. x*+7x-11
C. 2x*+ 11x+7
d x+7x+11
e. 2xX¢-11x+7

Jika suku banyak f(x) = 5x* — 3x® — 7x% + x — 2 dibagi oleh (X2 — 2x + 3), maka sisanya
adalah....

a. 22x-36

b. —-22x + 36

c. —36x+ 22

d. 22x+ 36

e. 36x-22

Jika f(X) = 2x® — 7x2 + 11x — 4 dibagi (2x — 1), maka sisanya adalah ....
a. 3 d. 0

b. 2 e. 4

c. 1

Jika x® — 12x + k habis dibagi dengan (x — 2), maka bilangan tersebut juga habis dibagi
dengan ....

a. x+1 d x+2

b. x+1 e. xt+4

c. x-3
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7. Jika suku banyak f(x) = 2x* + ax® — 3x? + 5x + b dibagi (x> — 1) menghasilkan sisa
(6x +5) maka nilaia-b=....

a. 8 d -3
b. 6 e. —6
c. 1

8. Jika (x + 1) merupakan salah satu faktor dari suku banyak f(x) = 2x* — 2>¢ + px? — X — 2,
maka nilai p adalah ....

a -3 d 1
b. -2
c. -1

9. Suku banyak f(x) = 3x* — 75x + 4 dibagi oleh (x + k) dengan k > 0. Jika sisanya 4, maka
nilai k adalah .....

a. -b d 4
b. 0 e. 5
c. 3

10. Jika suku banyak 2x? — x + 16 dibagi oleh (x — a) sisanya 12, maka nilai a adalah ....
a. 2atau 3
b. 3atau -2

3
c. 2 atau )

3
d. 2atau 5

e. 2atau -3

11. Jika f(x) = 3x* — 5x* + kx + 12 habis dibagi dengan (x + 2), maka nilai k adalah ...
a. 10 d. 40
b. 20 e. 50
c. 30
12. Jika f(x) dibagi dengan (x — 2) sisanya 24, sedangkan jika dibagi dengan (x + 5)
sisanya 10. Jika f(x) dibagi dengan x® + 3x — 10 sisanya adalah .....
a. x+34
b. x-34
c. 2x-20
d 2x+20
e. x+14
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13.

14.

15.

Jika suku banyak f(x) dibagi (x— 1) sisa 5 dan jika dibagi dengan (x + 3) sisanya 7. Jika
suku banyak tersebut dibagi dengan (x? + 2x — 3), maka sisanya .....

a.—%x—S%
b. %x+5%
C. %x+4%
d. —%x+4%
e. —%x+5%

Suku banyak f(x) dibagi (x + 4) sisanya —11, sedangkan jika dibagi (x — 2) sisanya 1.
Jika f(x) dibagi (x — 2)(x + 4) sisanya adalah ....

a. -2x-3 d 2x-3
b. -2x+ 3 e. 3x+2
C. 2x+3

Sebuah akar persamaan x® + ax? + ax + 1 = 0 adalah 2. Jumlah akar-akar persamaan
itu adalah.....

2
3
b. 2 e. —7
3
C. 2

. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.

Diketahui f(x) = (x + 1)(x — 2)(x + 3). Tentukanlah:
a. derajatsukunya,

b. koefisien-koefisien variabel,

c. suku tetapnya.

Tentukan nilai suku banyak x* — 2x3 + X2 — 1 untuk x = -1.

Tentukan hasil bagi dan sisa hasil bagi, jika suku banyak x® — 3x? + x— 3 dibagi (x + 1)
dengan cara Horner.

Tentukanlah hasil bagi dari (2¢ — x2 + 3x — 9) dibagi (2x + 1).
Tentukanlah nilai p jika f(x) = 2x® + 5x2 — 4x + p habis dibagi (x + 1).

Z_T7x+

. X p .
Carilah p supaya 7 3x10 dapat disederhanakan.
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10.

11.
12.
13.
14.

15.

170

Carilah sisanya, jika 2x* — 3x2 — x + 2 dibagi x> — x - 2.

Jika f(x) dibagi (x — 1) sisanya 3 dan dibagi (x — 2) sisanya 4, maka tentukan sisanya
jika f(x) dibagi x* — 3x + 2.

Tentukanlah nilai p supaya (x + 1) faktor dari x* — 5x% + 2px? + X + 1.

Salah satu akar persamaan: 2x3 + 7x% + bx — 10 = 0 adalah 2. Tentukanlah:

a. nilaib,

b. akar-akar yang lain.

Tentukanlah himpunan penyelesaian dari f(x) = 2x® + 5x* - 4x-3 = 0.

Jika x3 + 2x2 — x + k habis dibagi (x + 3), tentukan nilai 2k? + k.

Jika suku banyak —x* + 3x® + X2 + x — 1 dibagi (x — 2) tersisa —19, tentukan nilai p.
Suku banyak f(x) = 2x® + ax* + 2x® + x> — x — 1 habis dibagi (x — 1). Jika f(x) dibagi
X2 — X — 2, tentukan sisanya.

Diketahui x;, X,, dan x, adalah akar-akar persamaan 2x* — 4x* — 18x + 36 = 0.
Tentukanlah:

a. Xt X +X
b. XX, XX X0 X,
C. X,"X," X,
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Komposisi Fungsi
dan Invers Fungsi

Relasi dan Fungsi M
Aljabar Fungsi ¥
Fungsi Komposisi ¥
Fungsi Invers 4

Jikasebuah bendaterletak di depan cermin datar, tentu bayangan bendaitu akan
terlihat di dalam cermin yang persis seperti benda aslinya. Dengan demikian dapat
dikatakan bahwa bayangan di dalam cermin merupakan invers dari benda yang
beradadi depan cermin. Dalam bab ini, kamu akan mempelgjari [ebih lanjut mengenai
komposisi duafungsi daninverssuatu fungsi.

Komposisi Fungsi dan Invers Fungsi 171



Komposis fungsi
daninversfungs

mempel gjari
Fungs_ - Fungsi invers
komposis
menentukan terdiri dari
Syarat dan _ : Syarat agar o
aturan fungsi - kN'Ia' “."?9: suatufungs | Sfa;-_sfat
yang dapat ” omtr;osusk an mempunyai |~ | | fungsiinvers
dikomposisikan pembentuknya invers
Fungs komposis Sifat-sifat . . Fungsi invers
dari beberapa |[<——>|  komposis Grafikfungs | ¢ | ol gari suatu
fungs fungs Invers fungs

» komposis fungs
e kodomainfungs
» fungs injektif
» fungs bijektif

e fungs ganjil

* domainfungs

» rangefungs

e fungs surjektif
o fungs genap
e fungsi invers
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Relasi dan Fungsi

1. Relasi

Relas adalah suatu aturan yang memasangkan anggota himpunan satu ke himpunan
lain. Suatu relasi dari himpunan A ke himpunan B adal ah pemasangan atau perkawanan
atau korespondensi dari anggota-anggota himpunan A ke anggota-anggota himpunan B.

Jika diketahui himpunan A = {0, 1, 2, 5}; B ={1, 2, 3, 4, 6}, maka relasi “satu
kurangnya dari” himpunan A ke himpunan B dapat disgjikan dalam diagram panah,
diagram Cartesius, himpunan pasangan berurutan, dan dengan rumus.

a. Diagram panah

| /g N 1
1 "%"2
>3
4

5/ —> |
6
A B
b. Diagram Cartesius
AB
6 |- + (5.6
< .23
1,2): :
2 -i ): !
01t ! !
: : 1 — ! A
of 1 2 3 4 5

c. Himpunan pasangan berurutan
R ={(0,1),(12),(23),(56)}
d. Denganrumus
fx)=x+1, dimana xe {0, 1, 2,5} dan f(x) e {1, 2, 3, 4, 6}

2. Fungsi
a. Pengertian Fungsi
_ B Suatu relasi dari himpunan A ke himpunan B
A St L N disebut fungsi dari A ke B jikasetiap anggota
X | ) A dipasangkan dengan tepat satu anggota B.
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Jika f adal ah suatu fungsi dari A ke B, maka:

- himpunan A disebut domain (daerah asal),

- himpunan B disebut kodomain (daerah kawan) dan himpunan anggota B yang
pasangan (himpunan C) disebut range (hasil) fungsi f.

Aturan yang memasangkan anggota-anggota himpunan A dengan anggota-anggota

himpunan B disebut aturan fungsi f.

Misal diketahui fungsi-fungsi:

f:A — B ditentukan dengan notasi f(x)

g:C — D ditentukan dengan notasi g(x)

Untuk |ebih memahami tentang fungsi, pelgjarilah contoh soal berikut.

Contoh soal

Diketahui A={1,2,3,4} danB={1,2,3,4,5,6, 7, 8}. Suatu fungsi f: A — B ditentukan
oleh f(x) = 2x — 1.

1. Gambarlah fungsi f dengan diagram panah.

2. Tentukan range fungsi f.

3. Gambarlah grafik fungsi f.

Penyelesaian

a. f 1
A 1 3
2 7 4

3 > | 5

42 6

> -7

8

b. Dari diagram di atas, terlihat bahwa:
fx)= 2x-1 f(3)=2.3-
f1)=2.1-1=1 f(4)=2.4
f2)=2.2-1=3
Jadi, range fungsi f adalah {1, 3, 5, 7}.

c. Grafikfungsi Af(x)

I e e e LY |
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b. Macam-Macam Fungsi

1)

2)

3)

Fungsi konstan (fungsi tetap)

Suatu fungsi f: A — B ditentukan dengan rumus f(x) disebut fungsi konstan
apabilauntuk setiap anggotadomain fungsi selalu berlaku f(x) = C, di manaC
bilangan konstan. Untuk |ebih jelasnya, pel g arilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Diketahui f: R — R dengan rumus f(x) = 3 dengan daerah domain: {x | -3<x < 2}.
Tentukan gambar grafiknya.

Penyelesaian

x | 3]=2]1]o]1
f| 33| 3] 3] 3

fx)=3

-3 2 41 (0 1

Fungsi linear

Suatu fungsi f(x) disebut fungsi linear apabila fungsi itu ditentukan oleh
f(x) = ax + b, di manaa # 0, a dan b bilangan konstan dan grafiknya berupa
garislurus.

Pelgjarilah contoh sod berikut ini agar kamu lebih jelas memahami fungsi linear.

Contoh soal
Jikadiketahui f(x) = 2x + 3, gambarlah grafiknya.

Penyelesaian
. Y A |

2x+3 Grafik: /i) =2x+3
X 0o | 13

() 3 0

A

Fungsi kuadrat

Suatu fungsi f(x) disebut fungsi kuadrat apabila fungsi itu ditentukan oleh
f(x) = ax? + bx + ¢, di manaa # 0 dan a, b, dan ¢ bilangan konstan dan
grafiknya berupa parabola.
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Perhatikan contoh soal berikut ini untuk lebih memahami tentang fungsi
kuadrat.

Contoh soal
Perhatikan gambar di bawah ini, fungs f ditentukan oleh f(x) = x? + 2x — 3.

Tentukanlah:

Domain fungsi f.

Nilai minimum fungsi f.

Nilai maksimum fungsi f.
Range fungsi f.

Pembuat nol fungsi f.
Koordinat titik balik minimum.

~o Q0o

Penyelesaian

Domain fungsi f adalah {x | 4<x < 2}.

Nilal minimum fungsi f adalah —4.

Nilai maksimum fungsi f adalah 5.

Range fungsi f adalah {y | 4 <y < 5}.

Pembuat nol fungsi f adalah —3 dan 1.

Koordinat titik balik minimum grafik fungsi f adalah (-1, —4).

A )

Tngat!!

Di kelas X kamu sudah mempelajari cara membuat grafik fungsi kuadrat
y =ax? + bx + ¢, a # 0. Caranya adalah sebagai berikut.
a. Menentukan titik potong dengan sumbu X — y =0.

b. Menentukan titik potong dengansumbuY — x =0.

Menentukan persamaan sumbu simetri x = _b

c ‘ " TE
d. Menentukantitik puncak (——, - —) .
2a 4a

\

4) Fungsi identitas
Suatu fungsi f(x) disebut fungsi identitas apabila setiap anggota domain fungsi
berlaku f(x) = x atau setiap anggotadomain fungsi dipetakan padadirinyasendiri.
Grafik fungsi identitas berupa garis lurus yang melalui titik asal dan semua titik
absis maupun ordinatnya sama. Fungsi identitas ditentukan oleh f(x) = x. Agar
kamu lebih memahami tentang fungsi identitas, pel gjarilah contoh soal berikutini.

Contoh soal

Fungsi padaR didefinisikan sebagai f(x) = x untuk setiap x.
a. Carilahf(=2), f(0), f(1), f(3).

b. Gambarlah grafiknya.
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5)

6)

Penyelesaian

Y1 —
a. f(x)=x b. Grafiknya y =X
f(-2) = -2 ] - :
f(0) =0 1/
f(1) =-1 e v T
@ =3 i

Fungsi tangga (bertingkat)

Suatu fungsi f(x) disebut fungsi tangga apabila grafik fungsi f(x) berbentuk
interval-interval yang sejgjar.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
-1, jika x -1
_ _ _ 0, jika-1<x 2
Diketahui fungsi: f(x) = - 5 jika2<x 4
3, jikax>4
Tentukan interval dari:
a f(-2) d. f(5)
b. f(0) e. gambar grafiknya.
c. f(3)
Penyelesaian
a f(-2)= -1 e. grafiknya AY
b. f(0)=0 3 o
c. f3)=2 2 —
d. f(5)=3 =) j :
vol 1 > ;, "X
— | ]

Fungsi modulus

Suatu fungsi f(x) disebut fungsi modulus (mutlak) apabilafungs ini memetakan
setiap bilangan real pada domain fungsi ke unsur harga mutlaknya.

f:x - |x|aau f:x - |Jax+b|
f(x) = | x| artinya

X, jikax>0 y =X
| x|

X, jika x<0
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7) Fungsi ganjil dan fungsi genap
Suatu fungsi f(x) disebut fungsi ganjil apabilaberlaku f(—x) = —f(x) dan disebut
fungs genap apabila berlaku f(—x) = f(x). Jika f(—x) # —f(x) maka fungsi ini
tidak genap dan tidak ganjil. Untuk memahami fungsi ganjil dan fungsi genap,
perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Tentukan fungsi f di bawah ini termasuk fungsi genap, fungsi ganjil, atau tidak
genap dan tidak ganjil.
1. f(x) =23 +x
2. f(x)=3cosx-5
3. f(x) =x>—8x
Penyelesaian
1. fx)=2¢+x
f(=x) = 2(x)* + (%)

= 23 -X
= 23 +X)
= —f(x)

Jadi, fungsi f(x) merupakan fungsi ganjil.
2. f(x)=3cosx-5
f(—x) = 3cos(—x) —5
= 3cosx—5
Jadi, fungsi f(x) merupakan fungsi genap.
3. f(x) = x2—8x
f(x) = (%) -8 (=)
= x2+ 8x
Fungsi f(—x) = f(x) dan f(—x) # —f(x).
Jadi, fungsi f(x) adal ah tidak genap dan tidak ganjil.

c. Sifat Fungsi

1) Fungsi injektif (satu-satu)

Jkafungsi f: A — B, setiapb € B hanyamempunyai satu kawan sgjadi A,
makafungsi itu disebut fungsi satu-satu atau injektif.

s \ s \ [ A7 s
e man N N L i b g
c o) I s T c R
A B A B A B
fungsi injektif fungsi injektif bukan fungsi injektif
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2) Fungsi surjektif (onto)

Padafungsi f: A — B, setigpb € B mempunyai kawan di A, makaf disebut
fungsi surjektif atau onto.

. ) ) ;
bpoa o bo>a
e 7y N
A B A B
fungsi surjektif bukan fungsi surjektif

3) Fungsi bijektif (korespondensi satu-satu)

Suatu fungsi yang bersifat injektif sekaligus surjektif disebut fungsi bijektif
atau korespondensi satu-satu.

~ g < 5
fungsi bijektif bukan fungsi bijektif

6.1

Kerjakan soal-soal di bawah ini.

1. Dari himpunan A dan B berikut, manakah yang merupakan fungsi? Sebutkan
puladomain, kodomain, dan rumusnya.

a A~ b. o~ C. _1 /
\ 0 0> A1 s I
| [ \ [ 0—+> "= \
\/»1 | ‘ 1> 2 | “ 1(\7‘ 3 |
4 Z#Fs ‘ 27

' /"/ 9 ‘ \ 3 49—\7 4 \1\ B / \ B /

N4 ~—7 L 7‘,/" N B
A B A B A

2. Gambarlah grafik dari:

0, jikaO<x<1
a. f(x)=1{ 2, jikal<x<2
4, jika2<x<3
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b. f(x) =x*+2x-3
c. f{x)=|x+2|
3. Selidiki fungsi berikut termasuk fungsi ganjil, genap, atau bukan keduanya.
a. f(x)=x2-3
b. f(x) =2sinx+ cosx
c. f(x)=3x>-2¢3
4. Tentukan daerah asal dan rangefungsi berikut bilax e BdanB ={x|-3<x<2}.
a fx)=2x-1
b. f(x)=x2+3
c. f{x)=4
d fx)=|x+1|
5. Diketahui fungsi A={1, 2, 3,4} keB ={5, 6, 7} yang dinyatakan dalam pasangan
berurutan berikut ini, manakah yang merupakan pasangan surjektif?
f={(1,6),(2 6),(3,6), (4,6)}
b. 1={(1,5),(2,6),(3,6), (4,5}
f={(1.6),(2.7). (3,5, (4 5)}
f={(1.5),(2,6),(3,7). (4 7}

o

e o

Aljabar Fungsi

Bilaf dan g suatu fungsi, makapadaoperas ajabar penjumlahan, pengurangan, perkalian,
dan pembagian dapat dinyatakan sebagai berikut.
1. Penjumlahan fdan g berlaku (f + g)(x) = f(x) + g(x)

Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Diketahui f(x) = x + 2 dan g(x) = x2 — 4. Tentukan (f + g)(x).

Penyelesaian

(f+9)(x) = () +9(x)

X+2+x2-4
=xX2+x-2

2. Pengurangan fdan g berlaku (f - g)(x) = f(x) - g(x)
Untuk memahami sifat tersebut, pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
Diketahui f(x) = x? — 3x dan g(x) = 2x + 1. Tentukan (f — g)(x).
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Penyelesaian

(f=9)(x) = f(x) —g(x)
=xX2=3X—-(x+1
=X-3-2x-1
=x2-5x-1

3. Perkalian fdan g berlaku (f-g)(x) = f(x)-g(x)
Perhatikan contoh soal berikut ini untuk memahami fungsi tersebut.
Contoh soal
Diketahui f(x) = x — 5 dan g(x) = x? + x. Tentukan (f x g)(x).
Penyelesaian

(f x g)(x)

f(x)- 9(x)

(X = 5)(x* +x)
X3 + x? — bx? — bx
X3 — 4x? — bx

e
gx)
Untuk lebih jelasnya, pelgjarilah contoh soal berikut ini.

4. Pembagian fdan g berlaku [g}x) =

Contoh soal
Diketahui f(x) = x2 — 4 dan g(x) = x + 2. Tentukan (% )(x).
Penyelesaian
)
( )( )= g(x)
X2 — (X=2)(x+2)

= x+2 = X+ 2 =x=2

Fungsi Komposisi

1. Syarat dan Aturan Fungsi yang Dapat Dikomposisikan

JikadiketahuiA={a,,a, a,},B={b,, b, b, b},danC={c,c,c,}, makafungs
f:A— Bdang: B — C didefinisikan seperti diagram berikut.

/ N\ / N\ N

s“/ / El fla) = b, El ;7'>*** C1 a(b) =c,
“ D2 ‘s \ | |
e > b, f@)=b | b§ *f L& b=
~__ / \\ b, Yy, : f(aa) = b3 b4 - g \ / g(bs) =c,
A B B C
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Dari keduadiagram di atas, dapat diperoleh fungsi yang memetakan langsung dari
A ke C sebagai berikut.

«é‘ b;; g; ‘ f(al) = b2 dan g(bz) =C, SBhI-I‘IQQa (gO f) (al) =C,
f—ﬁt b3w"§’>’f;i,\i;—"/‘C3 | g(bz) =C dan g(bl) =C sehingga (g-f) (aZ) =0

Lba T g =cydan glby) = ¢, sehingga (91 (@) = ¢,

A B C

Jikafungs yang langsung memetakan A ke C itu dianggap fungsi tunggal, maka
diagramnya adal ah sebagai berikut.

Ja o0 @N@) =g

& T B gef(a) =

| az— . C

\ / (g o f) N B /,,/ (go f) (ag) = C3
A C

Fungsi tunggal tersebut merupakan fungsi komposisi dan dilambangkan dengan
gof dibaca “fungsi g bundaran f. go f adalah fungsi komposisi dengan f dikerjakan
lebih dahulu daripadag.

Fungsi komposisi tersebut dapat ditulis:

(9o H(x) = g(f(x))
(fog)(x) = (9(x))

A B c
X o)
%Qiif

Sedangkan, untuk fo g dibaca fungsi f bundaran g. Jadi, fo g adalah fungsi
komposisi dengan g dikerjakan Iebih dahulu daripadaf.

A B c
S e T
—
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Buatlah kel ompok-kel ompok di kelasmu, kemudian buktikan sifat-sifat komposis fungs
berikut ini. Catat dan bacakan hasilnya di depan kelas.

Bilaf, g, dan h suatu fungsi, maka:

a. tidak berlaku sifat komutatif, yaitufo g#gof;

b. jikal fungsi identitasberlaku: lof=fol =f;

c. berlaku sifat asosiatif, yaitu: fo(goh) = (fog)oh.

Untuk |ebih memahami tentang fungsi komposisi, pelgjarilah contoh soal berikut ini.
Contoh soal
1. Diketahui f(x) =2x—1, g(x) =x*+ 2.

a. Tentukan (gof)(x).

b. Tentukan (fo g)(x).
c. Apakah berlaku sifat komutatif: gof =fog?

Penyelesaian

a. (9-Hx)= g(f(x)

g(2x - 1)

= (x-12+2
A2 —4x+1+2

A2 —4x + 3

f(9(x))
= f(x2+2)
= 2x*+2)-1
= 4x*+4-1
= 42+ 3
c. Tidak berlaku sifat komutatif karenagof # fog.

b. (fog)(X)

2. Diketahui f(x) = x2, g(x) = x — 3, dan h(x) = 5x.
a. Tentukan (fo (goh))(x).
b. Tentukan ((fo g)o h)(x).
c. Apakah fo(goh) = (fog)oh, mengapa?
Penyelesaian
a. (fo(goh)(X) = ....
Misal p(x) = (g0 h)(x)
= g(h(x))
= 9(x)
= 5x-3
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Soa nyamenjadi
(fe(geh)(x)) = (fep)(x)

f(p(x))

f(5x — 3)

(5x — 3)?

25x2—-30x + 9

b. ((feg)eh)(x) = ....
Misal s(x) = (fog)(x)
= f(9(x))
= f(x-3)
= (x—23)?
Soalnyamenjadi:
((feg)eh)(x) = (soh)(x)
s(h(x))
s(5x)
(5x — 3)?
25x2—-30x + 9
c. Ya (fo(geoh))(x) = ((fog)oh)(x) sebab berlaku sifat asosiatif.

3. Diketahui f(x) = 5x —2 dan I(x) = X.
Buktikan lof =fol =1,

Bukti
(1o f)(x) = 1(f(x))
= 1(5x—-2)
= bx-2
(fe N(X) = f(1(x))
= f(x)
= bx-2

Tampak bahwalof =fol =f (terbukti).

6.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini.
1. Diketahui f(x) =x—2dang(x) =x2—-x —2.

Tentukan:
a. (f+9)x) c. (fxg)x)
b. (f-9)(X d. (%J(x)
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2. Diketahui f(x) = x? dan g(x) = x + 4. Tentukan:
a. (f+9)-3 c. (fFxog)-1)

b. (f-0)(2) d. ({]—)(2)

3. Diketahui fungs yang ditentukan oleh f(x) = x + 1, g(x) = 2—x. Tentukan fungsi
yang dinyatakan oleh f2(x) + g?(x) + (f + g)(x) + (g - f)(%).

4. Fungsif:R — Rdang:R — Rditentukan olehf(x) =2x —1dang(x) =x + 3.

Tentukan:
a (fog)(x) c. (fof)(x)
b. (g f)(x) d. (90 9)(x)
5. Diketahui fungsi f(x) = 2x + 1 dan g(x) = x2. Tentukan:
a. (fog)(x) c. (fof)(X)
b. (g0 f)(x) d. (909)(x)

6. Diketahui g(x) = 2x + 3 dan (g f)(x) = 2x% + 4x + 5. Tentukan f(x).

2. Nilai Fungsi Komposisi dan Komponen Pembentuknya

Untuk menjelaskan nilai fungsi komposis terhadap komponen pembentuknya, dapat
dilakukan dengan dua caraberikut ini.
a. Dengan menentukan rumuskomposisinyaterlebih dahulu, kemudian disubstitusikan
nilainya.
b. Dengan mensubstitusikan secaralangsung nilai padafungsi yang akan dicari.
Untuk lebih memahami, perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Diketahui duabuah fungs yang dinyatakan dengan rumusf(x) = 3x —1 dan g(x) =x*+ 4.
Tentukanlah nilai dari fungsi-fungsi komposisi berikut.

a. (goH)

b. (fog)(-2)

c. (goN(=3)

Penyelesaian

Caral a. (gof)(x) = g(f(x))
= g(3x -1
= 3x-12+4
= Ox*-6x+1+4
= 9x2—6x+5

(gof)(1) = 9.1?°-6.1+5

= 9-6+5=28
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b. (fog)(-2) f(9(x))

f(x2 + 4)
3x2+4)-1
x+12-1
32+ 11
3(-2)2+11
3.4+11
12+11 = 23

(fo0)(-2)

I9x>—6x+5
9(-3)?—6 (-3) +5
81+18+5

104

9(f(2))
098-1-1)
9(2)

2+4 =18

f(a(-2))

f((-2)2 + 4)
f(8)

3.8-1 = 23

9(f(=3))

9B (3) -1
g(-10)

(<102 +4 = 104

c. (gof(x)
(9-H)(=3)

Cara2 a. (g-f)(1)

b. (fog) (-2

c. (993

6.3

Kerjakan soal-soal di bawah ini di buku tugas.

1. Diketahui fungsi p dan g padaA={2, 3,4, 5, 6} ditulissebagai fungs berurutan
sebagai berikut.
P={(24),(3,6),(44),(572), (6 3)}
q={(2,5),(3,2),(42),(5,3), (6 4)}

a. Tentukan (poq)(2), (P-a)(3), (Poa)(4), (pP-a)(5), (P-q)(6).
b. Tentukan (g p)(2), (q-p)(3), (d-pP)(4), (A-p)(5), (d-p)(6).
c. Buktikan (poq) # (go p)(X).
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2. Diketahui fungsi f: R — Rdang: R — R ditentukan oleh f(x) = 2 — x dan
g(x) = 3x + 4. Tentukan nilai fungsi komposisi berikut ini.
a. (fog)(-2) c. (fof)(-D)
b. (g-f)(2) d. (9. 9)(2

3. Diketahui f : R — R dan g : R — R ditentukan oleh f(x) = x + 1 dan
g(x) = 2x — 1. Dengan mensubstitusikan secaralangsung nilai padafungsi-fungsi
berikut ini, tentukan nilai:
a. (fog)(-1) c. (gof(=2)
b. (fog)(3) d. (g-f(1)

4, Diketahui fungsi f: R — Rdang: R — R ditentukan oleh f(x) = 2x2 dan
g(x) = x — 3. Tentukan nilai x:
a. jika(fog)(x)=2 c. (gof)x) =5
b. jika(f og)(x) =4 d (g-fH(x)=-1

Fungsi Invers

. Menjelaskan Syarat agar Suatu Fungsi Mempunyai Invers

Semuahimpunan yang dipetakan oleh fungs mempunyal invers. Inversdari himpunan
tersebut dapat berupafungs atau bukan fungsi. Perhatikanlah gambar di bawah ini.

L TN g="f
W2 Gy P>
““ az’"“‘ — by : b ﬂ 9
ds - 917 b3 \ I g |
" \__/ % : a4
A B B "A

Dari gambar (i), himpunan A yang beranggotakan (a,, a,, a,, a,) diperakan oleh
fungsi f ke himpunan B yang beranggotakan (b,, b,, b,) daerah hasil adalah: {(a,, b,),
(a, b)), (@, by, (@, b,)}. Pada gambar (ii) himpunan B dipetakan oleh fungsi g ke
himpunan A daerah hasil adaah: {(b,, a,), (b,, &), (b,, a,), (b,, &,)}. Pemetaang : B — A
diperoleh dengan cara menukarkan atau membalik pasangan terurut f: A — B atau B
merupakan balikan dari f dinotasikan g = f*, sering disebut g merupakan invers dari f.

__Ingat!!

Jkafungs f = A — B dinyatakan dengan pasangan terurut f = {(a, b) |]ae Adanb e B}
makainversfungs fadalah f* = b — A ditentukan olen f1={(b, a) |b € B, dana e A}.
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. Menentukan Aturan Fungsi Invers dari Suatu Fungsi

Suatu fungsi f akan mempunyai invers, yaitu f~* jikadan hanyajikafungs f bijektif
atau dalam korespondensi satu-satu. Misalkan, f merupakan fungsi dari A ke B, maka
f~* merupakan fungsi invers f jika berlaku (f o f)(x) = x dan (fo f)(x) = x.
Perhatikanlah gambar di bawahini.

e TN

e b > @
63—9—% bs b3+ as
fungsi f fungsi invers f

Untuk menentukan fungsi invers dari suatu fungsi dapat dilakukan dengan cara
berikutini.
a. Buatlah permisalan f(x) = y pada persamaan.
b. Persamaan tersebut disesuaikan dengan f(x) =y, sehinggaditemukan fungsi dalam
y dan nyatakanlah x = f(y).
c. Gantilahy dengan x, sehingga f(y) = f(x).
Untuk lebih memahami tentang fungsi invers, pelgjarilah contoh soal berikut ini.

Contoh soal
1. Jikadiketahui f(x) = %,x;«t—z, tentukan inversnya.
Penyelesaian
Misal f(x) =y, makasoanyamenjadi:
_ X _
) = 332 = ya1
y = X 2
T OX+2 -2y
X+ 2 f(y) — y_]_
y(x+2) = x
yx+2y = X _9x
yX—x = -2y P = 571
(y-Dx = -2

2. Diketahui f: R — R dengan ketentuan f(x) = 3x + 8.
a. Tentukan f(x).
b. Tentukan (f7o f)(x).
c. Tentukan (fo f1)(x).
d. Buktikan bahwa (f1o f)(x) = (fo F2)(x).

Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



Penyelesaian

a. Misanyaf(x) = vy

f(x) = 3x+8
y = 3x+8 _ 1,2
y—-8 = 3x X = 3¥Y-23
X = y-8
1 2
L= Y-8 fly) = 3Y-23
3 1 2
_ 1,8 )= 3x-235
X = 3y 3 3 3
b. (fFlfof)(x) = f(f(x))
= f1(3x + 8)
_ 1 _p2
= 3(3x+8) 23
= w4852
= x+3 23
= X
c. (fofH(x) = f(fFX(x))
1 2
- (b22)
- 3f1y_52
= 3(3x 23 +8
= x-8+8
= X

d. Dari jawaban b dan ¢ terbukti (Fo f)(x) = (fo F2)(X) = x.

6.4

Kerjakan soal-soal di bawah ini.

1. Jikafungs f mempunyai invers, tentukanlah rumus untuk fungsi f-* dari:

a fx)=3x-2
b. f(x)=2x+5

2+ X 1
C. f(X)= m, Xi_i
d f(x)=x2+4

2. Jikaf dan g suatu fungsi yang dinyatakan oleh f(x) = x + 1 dan g(x) = 2x — 7,

tentukan:
a. f(x)
b. g7*(x)

c. (fof)(x)
d. (997X

Komposisi Fungsi dan Invers Fungsi

189



3. Jikaf suatu fungsi yang dinyatakan oleh f(x) = 2x — 3, tentukanlah:
a. f(x)
b. (fof1)(x)
c. (fref (X

4. Jikaf dan g suatu fungsi yang dinyatakan oleh f(x) = x — 1 dan g(x) = 3x + 4,
tentukanlah:

. Y(x)

- 97H(x)

. (fofH(X)

- (@7 g™(X)

Q

o 0O T

3. Menggambar Grafik Fungsi Invers dari Grafik Fungsi Asalnya

Untuk menggambarkan grafik f-* dan f,

perhatikanlah diagram di samping. Dari diagram di /= f(y) fo
samping dapat diketahui jikay = f(x) makax = f(y). « ‘9 . ‘
Demikian pula, jikax =f(y) makay = f(x). Dengan N /
demikian dapat dikatakan bahwa fungsi yang R e
memetakan A ke B bersifat bijektif dan mempunyai A B
fungsi invers.

Fungsi-fungsi lain selain fungsi bijektif tidak memiliki fungs invers. Jadi, hanya
fungsi bijektif yang mempunyai fungs invers. Untuk lebih jelasnya, perhatikanlah contoh

soal berikutini.
Contoh soal
Diketahui f(x) = x + 3. Gambarlah grafik f(x) dan f=(x).
Penyelesaian MY fx)=x+3
f(x) = x+3 Gréfik:
y = x+3 3 fix)=x-3
X = y-3
= X

fly) = y-3 74 R I
f1(x) = x-3 /3 0/3
3

4. Kaitan Sifat Fungsi Invers dengan Fungsi Komposisi

Jika terdapat fungsi komposisi (g- f), maka (g . f) dapat dipandang sebagai suatu
fungsi tunggal, sehingga padafungsi tersebut dapat dicari inversnya.
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Perhatikan diagram berikut.
h= g of

y =9g(f(x))

h*=(gof)*=f'og"

Dari gambar diagram di atasf: A — B, g : B — C, dengan f dan g berkorespondensi
satu-satu sedermikian sehingga h = gof, maka h* = f1og -1 Dalam hal ini
(g0 f)* =h?=disebut fungs invers dari fungsi komposisi, sehingga diperoleh sifat-
sifat berikut ini.

(@of*(x) = (FFog)(x)
(fo@)*(x) = (@ fH)(X)

Pelgjarilah contoh soal berikut ini agar kamu Iebih memahami fugnsi invers dari
fungs komposisi.
Contoh soal

1. Diketahui fungsif: R — R dang: R — R dengan ketentuan f(x) = 2x — 6,
g(x) = x + 3. Tentukan:

a f(x) c. (gofH)x)
b. g7(x) d. (9-f)™*(x)
Penyelesaian
a f() = 2x-6 c. (@oNK = 9(fx)
misaly = f(x) = g(2x-16)
f(x) = 2x-6 = 2X-6+3
y = 2x—6 = 2x-3
y+6 = 2X )
_ y+6 misal y = (g f)(X)
X = 2 (goH)(x) = 2x-3
: _X+6 y = -3
Jadi (x) = 5 y+3 = 2x
b. gx)=x+3 y+3 _
misal y = g(x) 2 ~ X 3
g0) = x+3 x = 13
y = x+3
y_3 =X Jadi o F)(x :—X+3
s @170 = =
Jadi g*(x) =x -3
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d (fo90() = f(g(x) misal y = (fo g)(x)

= f(x + 3) (fog)(x) = 2x
= 2(x+3)-6 y = 2X
= — _y
= 2 X

Jadi (fog)i(x) = 5.

2. Diketahui fungsi f: R — Rdang: R — R dengan ketentuan f(x) = x — 3 dan
g(x) = 2x + 4. Tentukan:

a. (2 c. (fFlog®H(X)
b. g7(-2) d. (g7 F)(X)
Penyelesaian
a f(x)=x-3 c. (Flog™Xx) = £ (g(x))
misal y =f(x) X —4
fx) = x—3 = [T)
y = x-3 X—4
X =Yy +3 = 2 +3
Jadi f1(x) = x+3 _ x—-4+6
() = 2+3=5 S
) - X+2 1.4
b. gxX)=2x+4 2 2
misal y = g(x) d (gt-fY)(x) = g (FYx))
g(x) = 2x+4 S
= gt(x+3
y = 2x+4
y—4 = 2 _ (x+3 -4
= ¥4 2
-2 _ X+3-4
o _ x—4 - 2
Jadi g7 = T _ox-1
—2-4 -2
92 = —5— = 3 - 1,1
- 2%72
6.5

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Gambarlah grafik f(x) dan inversnyajikadiketahui:
b. f(x)=2x+1 d fx)=x-3
c. fx)=2-3x e. f(x)=4-x
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Diketahui f : R — R dan g : R — R ditentukan oleh f(x) = 2x — 7 dan

g(x) = 3x + 2. Tentukan:

a (goNH(X) c. (gtofH(X)

b. (fog)™(x) d. (fFreg™)(x)

Tentukan f(x) dari:

a f00= 22 C 100 = ot
2x+1 -

b. f(x) = 2 d. f(x) = ]

a.
b. f4(=3); g(6); dan h"X(7)  d. (foh)(x) dan (go h)"(x)

a.

b
C.
d. 0 = 3x+ 1 dan (fo)(x) = F(x)

1

Diketahui f(x) = x — 3, g(x) = 2x + 5, dan h(x) = x? — 2. Tentukan:

2(x); g7X(x); dan h2(x) c. (gofHx) dan (fog)X)

Tentukan g-2(x) jikadiketahui:

f(x)=2x+1dan (fog)(X) =x+5

. f(x) =2xdan (fog)(x) =x + 3

f(x) =x2+5dan (fog)(x) =x2—2x + 6

Relas

a.

Fungsi adalah relasi duahimpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota

pada himpunan A dengan tepat satu anggota himpunan B. Jadi, fungsi merupakan

relasi khusus artinyatidak semuarelasi merupakan fungsi.

Macam-macam fungsi

1) Fungsi konstan (fungsi tetap) didefinisikan dengan f : x — C atau
f(x) = C, di mana C konstan.

2) Fungsi linear adalah fungsi yang variabel nyaberpangkat satu.

3) Fungsi kuadrat adalah fungsi yang variabelnya berpangkat dua.

4) Suatu fungsi disebut fungsi identitas apabila setiap anggota dari daerah
asal dipetakan padadirinya.

5) Fungsi tanggaadalah fungsi f yang memasangkan anggotabentuk interval
pada daerah asal ke beberapa anggota yang tetap pada daerah kawan.

6) Fungs modulus(mutlak) adalah fungs yang memasangkan setiap bilangan
real pada daerah asal ke unsur harga mutlaknya.
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7) Fungsi ganjil danfungsi genap
a) Fungs ganjil apabilaf(—x) = —(x).
b) Fungsi genap apabilaf(—x) = f(x).
Jikaf(—x) = f(x) dan f(—x) = —f(x) disebut fungsi tidak genap dan tidak
ganjil.
c. Sifat-sifatfungs
1) Fungsi injektif (satu-satu).
2) Fungs surjektif (onto).
3) Fungsi bijektif (korespondensi satu-satu)
2. Aljabar fungs
a. Penjumlahan f dan g didefinisikan (f + g) (x) = f(x) + g(x).
b. Pengurangan f dan g didefinisikan (f — g)(x) = f(x) — g(x).
c. Perkalianf dan g didefinisikan (f- g)(x) = f(x) - g(x).

d. Pembagian f dan g didefinisikan ( )( )= ;E)’g
3. Fungs komposis

Komposisi fungsi adalah penggol ongan beberapafungsi menjadi sebuah fungsi.
4. Fungs inversdari fungsi komposis

Bila suatu fungsi h : A — C ditentukan oleh h = gof dengan f : A — B dan
g: B — C makafungsi invers dari fungsi komposisi adalah h™ = (g. f)=

Pilinlah salah satu jawaban yang paling tepat.
1. Bilaf(x) =2x®—-6x, makaf(x + 1) = ....

a x3—-6x2-3 d x*+x-3
b. 23-6x2-4 e x2—-x-3
C. 23 —6x%—
2. Diketahui f(x) = 3x —6 dan g(x) = 2x + a. Bila (fo g)(X) = (g- f)(xX) makaa = ....
ab b. 1 c. -1 d -5 e 6
3. Bilaf(x) =3x2—2dan g(x) = 3 , maka (fog)(2) =
a 32 b. 38 c 41 d. 43 e. 46
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10.

12.

13.

Jika diketahui f(x) = x2 — 2x + 1, maka f*(4) adalah ......

a3 b. 1 c. 0 d -1 e -3

Jika diketahui g(x) = x — 1 dan (fo g)(x) = 2x> — 4x + 3, maka fungsi f(x) = ....

a x-2 d. x2—2x

b. x+2 e x>+ 2x

C. X*+2

Jkaf:R - R dang: R — R dengan f(x) = x2 dan g(x) = 3x + 1, makaf(g(2)) = ....
a 13 b. 25 c. 37 d. 49 e 81

Jikaf(x) = x2 dan (fo g)(x) = x> —2x + 1, maka g(3) adalah ....

a 2 b. 4 c. 6 d 7 e 9

Jikaf(x) = Xi_l maka f(x) adalah ...

x—-1 X+1 X X 1
a ——— b. — C. —= d —— e -

X X x—-1 Xx+1 X
Misalkan f(x) = x + 2 untuk x > 0 dan g(x) = %5 untuk x > 0. Dengan demikian

(Flog™(X) = L untuk x = ....

al b. 3 c. 5 d 8 e. 10
i x-1 = 3—X ~
Jikafi(x) = 5 dan g*(x) = 5 maka (fo g)™(6) = ....

1 1
al b. 2 c. 6 d. 6 e 10

Jika diketahui f(x) = x — 3 dan g(x) = 2x + 4, maka (g . f)*(2) adalah ....

a4 b. -2 c. 2 d 4 e 7

Diketahui f(x) = 3 + 2%, g(x) = 2 + x, dan h(x) = 2x. Bila(fo g o h)?(x) = -1, makanilai
x adalah .....

ab b. 3 c. 2 d -3 e. 5

Jika diketahui fungsi f(x) = % X # % dan g(x) = 3x + 2 maka (. g)(x)

adalah ....

6x—5 1 3x-5 1

a. 6x—3’x¢2 d. 6x—1’X¢6
6x+5 1 3x+5 1

b. Bx—3'X* 2 6x—1'X* 6

c 3X+5 y 1

© Bx+1' X7 6
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X+1

14. Jkafungs f: R — R dan g : R — R dirumuskan dengan f(x) = 1 X7 0 dan
g(x) = x + 3, maka (g(f(x))* = ....
2-3x 2+ 3x X—2 d 4x -1 1
x—-1 Tox+1 ¢ X ' X & 2-x
15. Jikaf(x) = dan g(x) = 2x — 1, maka (fo g)*(x) =
2x—-1 b X x—-1 d X+1 2X
a X T2x-1 ¢ 2x 2X & Xx-1

Il1. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.

1. Perhatikanrelasi-relasi yang dltunjukkan dengan dlagram panah di bawahini.

1+ a o 1+ a 1.y, /a 1 a
27 ;‘ b 2> b2 T2 >
R S Y S A
- fB N *B _ fB NI 7B
A @ A (b A (0 A (@

a. Manakah yang merupakan fungsi?

b. Jikarelasi merupakan fungsi, tentukanlah domain, kodomain, dan rangenya.
2. Diketahui f(x) = x2—3x + 2 dan g(x) = x — 1. Tentukan:

a. (f+0)Xx) c. (f-9)x)

f
b. (f—9)(x) d. (U)(X)

3. Diketahui f: R - R; g : R — R dengan f(x) = 2x2 + 1 dan g(x) = x + 2. Tentukan:
a. (gof)(x) c. (g-N)
b. (fog)(x) d. (fog)(-2)
4. Tentukanfungsi inversdari fungsi di bawahini.
a f(x)=3x+10
b. f(x) =(x—3)?
c. fx)=x2-4x+4
d. f(x) = é‘xfl, x# %
5. Diketahui f(x) = 2x — 1 dan g(x) = 3x + 5. Tentukan:
a. (fog)™ (x) c. (fog)™ (1)
b. (g-f)* (x) d (@-Nt(2
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Limit Fungsi

Limit Fungsi di Suatu Titik dan di Tak Hingga M

Sifat Limit Fungsi untuk Menghitung Bentuk Tak Tentu M
Fungsi Aljabar dan Trigonometri

Cobalah kamu mengambil kembang gula-kembang gula dalam sebuah tempat
dengan genggaman sebanyak lima kali. Setelah dihitung, pengambilan pertama
terdapat 5 bungkus, pengambilan ke dua 6 bungkus, pengambilan ketiga5 bungkus,
pengambilan ke empat 7 bungkus, dan pengambilan kelima 6 bungkus. Jika dirata-
ratapadapengambilan pertama, ke dua, sampai kelimaadalah 2—5-? =5,8 dandikatakan
hampir mendekati 6. Dalam contoh sehari-hari, banyak sekali kamu temukan kata-
kata hampir, mendekati, harga batas, dan sebagainya.Pengertian tersebut sering
dianal ogikan dengan pengertian limit. Limit merupakan konsep dasar atau pengantar
dari deferensial dan integral padakalkulus. Untuk lebih jelasnya, dalam babini kamu
akan mempelgari konsep limit fungsi dalam pemecahan masalah.
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T

Limit Fungsi

Menjelaskan secaraintuitif arti limit
fungsi di suatu titik dan di tak hingga

Menggunakan sifat limit fungsi untuk
menghitung bentuk tak tentu fungsi
aljabar dan trigonometri

Arti limit fungsi di satu

titik melalui perhitungan

nilai-nilai di sekitar titik
tersebut

Arti limit fungsi
di tak hingga

Menghitung limit
fungsi aljabar

Menghitung limit
fungsi trigonometri

e limitfungs

e limitfungs tak hingga
e limit fungs berhingga

e limitfungsi aljabar

 limitfungsi trigonometri
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Pengertian Limit Fungsi di Suatu Titik dan di Tak
Hingga

1. Limit Fungsi di Satu Titik Melalui Perhitungan Nilai-Nilai di
Sekitar Titik Tersebut

Diketahui fungsi f : R — R yang ditentukan oleh f(x) = 2x — 1. Jika variabel x
diganti dengan 3, makaf(3) =2- 3—1=5. Berapakah nilai yang akan didekati f(x) jika
variabel x mendekati 37 Untuk menjawab persoalanini diperlukan tabel sebagai berikut.

X 15 | 475 25 | 275 285|295 (297 | 298 | 299
f(x) 2 2,5 4 45 | 47 | 49 | 494 | 596 | 4,98

Dari tabel dapat dilihat jikax mendekati 3 dari pihak kurang dari 3, makanilai f(x)
mendekati 5. Apakah nilai f(X) akan mendekati 5 jika x lebih besar dari 3? Untuk
menjawabnyakitalihat tabel berikut ini.

X e | 301 3,10 | 325 | 350 | 350 [ 3,75 | 425
f(X) ... | 502 [ 520 | 550 | 6,00 | 650 [ 6,50 | 7,50

Dari tabel dapat dilihat bahwa jika x
mendekati 3 dari pihak lebih dari 3 maka nilai
f(x) mendekati 5, sehingga dikatakan bahwa
fungsi f(x) = 2x— 1 mempunyai limit 5 untuk x
mendekati 3 dan ditulis”jikaf(x) = 2x—1, maka

lim2x—-1=5". Grafiknya dapat kamu amati

x—3

Cd X
padagambar di samping.
Dari penjelasan di atas, kamu juga dapat
G XEHEX=6
menentukan nilai dari len;ﬁ Nilai
2
(9 = X=2C untuk x mendekati 2 dapat
disgjikan dengan tabel sebagai berikut.
X [1,7511,85|1,95/1,97(1,99(1,999| ... [ 2 | ... [2001(2,01| 21| 22]|29]| 31

f(x) |3,75|4,85(4,95|4,97| 4,99 4,999 ...

olo

. 15,001(5,01| 51| 52|59]| 6,1

Dari tabel dapat dilihat jika variabel x = 2, makaf(2) = % yaitu suatu bentuk tak
tentu, tetapi jikax mendekati 2 dari arah kiri makanilai f(x) mendekati 5. Demikian juga
jikax mendekati 2 dari arah kanan makanilai f(x) mendekati 5.
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Oleh karenaitu dapat ditulis:

2
”mLXG -5
X—2 X—2

Dari uraian di atas, secaraintuitif limit dapat didefinisikan sebagai berikut.

limf(x)=L artinya jika x mendekati a (tetapi X#a) maka
f(X) mendekati nilai L.

2. Sifat-Sifat Limit Fungsi
Apabilak suatu konstanta, f dan g merupakan fungsi-fungsi yang mempunyai limit
untuk X — a, ae Rmaka berlaku:
a. lim k =k

X—a

b. lim f(x)=f(a)

c. len; k-f(x) = k.IXin;f(x)
d. IX'LQ {f(x)£ g(x)}:lxiﬂ f(x)J_rIXiLQ g(x)
e lim {f(x)‘g(x)}:lxig;l f()-lim g(x)

lim f(x)
. f(X) .
f. lim =Xx=2a , untuk lim X) 20
X—a g(x) lem g(x) X—a g( )

lim (f(x))" =(1im f(x))n

X—a

Untuk |ebih memahami tentang sifat-sifat limit fungsi, pelajarilah contoh soal berikut.
Contoh soal

Diketahui f(x) = 2x — 5 dan g(x) = 3x2 + 4x . Tentukan:

1 Iirr3\ f(x)+|irr31 g(x)
2. Iirr3\{ f(X)+ g(x)}
Penyelesaian

1L limf()+limg(x) IX|LT31 (2x—5)+IXiL731 (3X* + 4x)

2.3-5+3.32+4.3
6-5+3.9+12
1+27+12 = 40
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2. lim {f(x)+g(x)} lim {(2x-5)+(3x" +4x)}

lim (3%* + 6x—5)

= 3.33+6-3-5
= 3.9+18-5
= 27+18-5= 40

3. Limit Fungsi di Tak Berhingga
Diketahui f(x) = % . Jikadibuat tabel untuk x bilangan sebagai berikut.

x | 1| 2] 3|4 10| ....]200][ .. | 200
2 | 1 1 1 1
9| 21| 3]73 5 50 | - | 1000

Apabilanilai x makin besar, ternyata nilai f(x) makin lama makin kecil. Apabilax
besar sekali atau x mendekati tak berhingga, ditulis Xx — o, maka nilai % akan

mendekati nol, dikatakan limit dari % untuk x mendekati tak berhinggaadalah nol dan
ditulis
im % =

Sekarang perhatikan contoh berikut ini.

. ; 2X
Hitunglah !(LTD X+l

Untuk menjawab limit tersebut, dapat dicoba dengan tabel berikut ini.

X 1 2 3 10 | .... | 100 | .... |1.000
2| [ a3 20 200 200

X+1 3 2 11 | (100 | - | 1000

Apabilax menjadi semakin besar, makanilai ~2X; akan mendekati 2. Dikatakan
bahwal = lim 2% = 2

x—e  X+1

i . (¥ . : N

Limit fungs yang berbentuk lim ﬂ dapat disel esaikan dengan caramembagi bagian
X—)ng

pembilang f(x) dan bagian penyebut g(x) dengan x", n adalah pangkat tertinggi dari f(x)
atau g(x) untuk setiap n bilangan positip dan a bilangan real, maka:

. a
I|m—n=0

X—>e0 ¥
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Dari contoh itu dapat ditulis:
2X

lim % = lim % (pembilang, penyebut dibagi X)
X
= lim 2 lim =0
X—>00 1+% x—e X
_ 2 _2_
T 1+0 1 =2
Contoh soal
Hitunglah limit dari:
, 3x-1 . A+ 2x+1
1. lim —>2>—— 3. lim ===
xo= X2 +5X—3 xo=  5X—4
. 22X —x+5
2. lim =&/~
xoe X2 —3X+2
Penyelesaian
3x-1
1. lim 23)(7_1 = lim X (pembilang dan penyebut dibagi x?)
o= X2 4+5x—3 x> X* +5x—3
X2
%4 34
= lim 2 lim X
_ 0-0 0 _,
- 1+0-0 1
X 2X2— X+ 5
2. lim ﬁ = lim ﬁi{_z (pembilang dan penyebut dibagi x?)
XZ
2x2 _ x . 5
_im X et
T oxom X2 3X, 2
X2 X2 x2
1,5
_ lim ﬂ
X 1—§+%
_ 2-0+0_2 P
- 1-0+0 1~
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4x2 + 2x+1

) 2 . 2 . .
3. IanQ 4)(5;—3)?1 = Lme ﬁ (pembilang dan penyebut dibagi x?)
X2
2
= i 4X)é +§(§+):(l — lim 4+%+%
- mem Q_A - X—>o0 S_A
X% XX
_ 4+0+0_4 _
- 0-0 0

Bentuk % adalah bentuk tak terdefinisi, tetapi karena angka O pada % bukan

angka nol tetapi angka yang kecil sekali sehingga suatu bilangan dibagi kecil sekali
hasilnya besar sekali atau o .

Dari contoh-contoh diatas dapat diambil kesimpulan nilai dari lim———= f(x) adalah

- 9(%)

sebagai berikut.

1. Jkadergat dari pembilang f(x) lebih besar daripada derajat penyebut g(x), maka
nilai lim———= f(x) .

e g(x)
2. Jikadergat dari pembilang f(X) sama dengan dergjat penyebut g(x), maka nilai
f(x)
lim——= =
x>= g(X)

3. Jikadergjat dari pembilang f(x) lebih kecil daripada deragjat penyebut g(x), maka
f(x)

nilai lim W =0.

= redl.

Untuk lebih memahami, pel gjarilah contoh berikut.

Contoh soal
Hitunglah limit berikut.
. 3X 2X
1. lim (x—l_ x+1)

2. lim (\/x2+2x—\/x2—4x)

X—>o0

Penyelesaian

(x=D(x+1

X—>o0

m (3x(x+1)—2x(x—1) )

H
1(:
=
—
x‘
|
=
|
X
+
=
N——
|

3 +3x— 2x% + 2x
x2 -1

X—ro0
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X2 + 5X
= lim szi_zl (pembilang dan penyebut dibagi x?)

X2
2
i e 13
- X—o0 2 - X—>o0 1
X% —x
1+0
= ——=1
1-0

2. lim (\/x2+2x—\/x2—4x)

X—>o0

(\/x2+2x+\/x2—4x)

(\/x2+2x+\/x2—4x)

= lim (\/x2+2x—\/x2—4x)-

X—>00

—iim W X? +2x)% — (\JX* —4x)?

X U +2x ++/x2 — 4x

. X2 4+2x — (X% —4x)
= lim
== x4 2% +/x2 - 4x

— lim X2+ 2Xx— X% + 4x
X \/x2(1+ 2) +\/x2(1— 4

= lim

6Xx

= lim

6

6

C J1+0+41-0

6

:—:§:3
1441 2
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7.1

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar.

1. a. Gambarlah grafik f(x) = 3x - 5.
b. Lengkapilahtabel berikut.

X 0,1(0,210,3[{04]05] ... {099 1 |1,001 ... [1,01{1,2|1,3
f(X) =3x-5
c. Carilahnilai Iin11f(x)=3x—5.
2. Lengkapilahtabel berikut.
X 10(1,1(....{1,9(1,999| 2 [2,001|2,002|....[21]|22]|23|24|25

2
() = X

3. Carilahlimit-limit berikut.

. 2%X+5 X2 —=2x+1
lim2—=2—
a 'XL'TJ, x—1 c. me X+3
b. lim— X2
o XE+ X—1
4. Carilahlimit-limit berikut.
X 2_
a lims—1 b, lim¥2X =2
o= 3 +5 o= X

5. Carilahlimit-limit berikut.

a limyx®+4x—x b. limy/x* +6x —(x—4)

X—>00 X—>00

Sifat Limit Fungsi untuk Menghitung Bentuk Tak

Tentu Fungsi Aljabar dan Trigonometri

1. Menghitung Limit Fungsi Aljabar
Perhatikan fungsi f(x) = 2x padatabel di bawah ini.

X 015|147 2 125(26]2,75(1285]2,95[2,98] 2999 |....| 3
f)=2x] 1131|3514 |5]|52]|55]570]|590(5,96 | 5998 6
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Dari tabel terlihat jikanilai x diperbesar hinggamendekati 3, makanilai f(x) men-
dekati 6, dikatakan bahwalimit dari 2x untuk x mendekati 3 adalah 6 ditulis:

lim2x=6

X—3

Menentukan limit dengan cara di atas ternyatalambat dan tidak efisien. Misalkan
untuk menyelesaikan lim f (x) , maka dapat dilakukan dengan cara yang lebih cepat
dengan menggunakan rumus sebagai berikut.
1. Jkaf(a) = C, makanilai limf(x) =f(a)=C

2. Jkaf() = S, makanilai limf(x) =

o oo

3. Jkaf(@) = &, makanilai limf(x) = & =0

X—a

4. Jkaf(a) = % , makanilai lem f (X) , makasederhanakan atau ubahlah lebih dahulu
bentuk f(x) hingga menjadi bentuk (1), (2), atau (3).

Untuk |ebih memahami, perhatikan contoh berikut.

Contoh soal

1. Hitunglahnilai limit-limit berikut ini.

- . X2 —=2x
a.  lim (5x+7) d. lim=—3
_ , . Xx=5
b. “le (2x° -9 e IX'LTS]ZX+1
) 2
e lim X +5 f. “mw
x—-1 X2+1 x—3 x-3

Penyelesaian

a XIir[12(5x+7)= 5(2)+7 =-10+7 = —

b. lim(2x¢-3 = 2.12-3 = 2-3 = -1
x—1
. X*+5 _ (-)*+5_1+5_6 _
¢ llﬂ]lx2+1 T (-1)%+1 141 2 =3
2_2 ¥-23 9-6_3

-3 Xx-3 ~ 3-3 0 O

. x-5 _ 5-5 0 _0 _
M+l - 2511 10+1 11 -0
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x*—8x+15 _ ¥ -8-3+15_9-24+15_0
- 3-3 0 "0

Karenanilai limit = 9 , makaperlu diubah lebih dahulu dengan jalan difaktorkan.

Iimx2—8x+15 _ lim (X=5)(x-3)

= limx-5 = —5=_
X—3 X—3 x—3 (X 3) x—3 3-5 2

2. Hitunglahlimit-limit berikut.

c. Iiml_z— yx+1
><—>l\/_ 1 x=0 X —X
lim—————= “X+ 2

x—0

Penyelesaian

R

-1 \[x -1 \/1 1 1-1 0
Jadi harus diubah | ebih dahulu dengan jalan dikalikan dengan sekawannya.

x=1  _ i (D (x+D)

IJLT x—-1 — 1([x-1) (/x+1)
A =DE/x+D +1)
x—>1 (\/7)
M X+D) 1)(f X +1)

x—>1

im(vx +1) = V1 +1 = 1+1=2

N e BN, SO B M B I

x—0 0 O
Jadi harus diubah lebih dahul u dengan jalan dikalikan dengan sekawannya.

i X 232 | (VX +2-42) (Vx+2+42)
x—0 X x—>o X (\/ﬁ+\/’)

_ im&x+2) - (V2)?
=0 x(\X+2 ++/2)

— lim X+2-2

x=0 X(M+\/_)
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. X . 1
lim———=— — = lim———
=0 X(JX+2 +/2) =0 X+ 2 ++/2

_ 1 ~ 1 _ 1 2
T Nor2+42 T 2442 24272

_Qlﬁ

T 22 4

o limlzyx+l _1-40+1_1-V1_1-1_0

x>0 X% —X 0°-0 0 0 0
Jadi harus diubah |ebih dahulu dengan jalan dikalikan dengan sekawannya.

1-+Jx+1  _ Iim(l_\/x+l)~(1+‘/x+1)
0 (X =X)  (1++/x+1)

lim 1P —(Vx+1)?
=0 (%2 — X)(1+/X+1)

lim=—
Xx—0 X —X

lim 1-(x+1
%0 (x2 — X)(1+ VX +1)
lim—+-X=1
x=0 X(Xx—1)A+~/x+1)

. —X
3 X(X—1)(1++/x+1)

. -1 -1
= I =

0 (X=D(A++/x+1) (0-1)(1++0+1)
- -1 I

-pa+y -~ -2 2

3. Carilah mw , iikadiketahui fungsi f(x) di bawah ini.

a f(x)=2x+3
b. f(X) =3 -x
Penyelesaian

a f(x)=2x+3
fx+h) = 2(x+h)+3
= 2x+2h+3
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”mw = i

.m2x+ 2h+3—(2x+3)

h—0 h h—0

h

2X+2h+3-2x-3

= |lim

h—0 h
h—0
= |lim2 =2
h—0
b. f(x) =3x2—x
f(x + h) = 3(x+ h)2—(x+ h)
= 3(*+2xh+h?)—x—-h
= 3¢ +6xh+3h-x—-h
2 2 2
Iimf(x+h)—f(x) _ Iime +6xh+3h" —x—h—(3x"—x)
h—0 h h—0 h
_ i 3x* +6xh+3h” = x—h—3x* + x
= lim
h—0 h
2
_ Iim6xh+3h -h
h—0 h
. (6xh 3n* h
= L'L‘J(T+T_F]

= Lano (6x +3h-1)

= 6x+3.0-1 =6x-1

Buatlah kelasmu menjadi beberapa
kelompok, lalu kerjakan soal-soal berikut
secara berkelompok.

.3 1 2
1. lim -
x—>2X—2(2x2—x—3 x2+x)

1+2+3+....+ X
2

2. lim

X—>00 X

Cocokkan dengan kelompok |ain adakan
diskus kelas.

Toma 0

=}

3

hgatH

= %n{2a+(n—1)b}
ana

jumlahnsuku

suku pertama

beda (sdlisih suku-suku
yang berurutan)
banyaknyasuku
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7.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1

Tentukan nilai limit berikut.
a lim (2x+7) b. Iirrll(x2+4x—9) c. lim

Diketahui f(x) = |[x—2, untuk x< 4
X2+ x—7, untuk x> 4

Hitunglah nilai limit berikut.

a Iirrllf(x) b. Iirrslf(x)

Hitunglahnilai limit berikut ini.

. x*-9 . 2X° —5x+2 X2 — X2 —6x
a >I<I_>ms X+3 b. |XI_I’>T21 X—2 c. le—rg X—3
Carilah me , jikadiketahui fungsi di bawahini.
a f(x)=3x+2 b. f(x)=x*+3x-1
Tentukan nilai limit berikut ini.
a [im2=yYo=X b. IimL‘&
x—1 X—1 x—0 \/;
Jika diketahui f(x) = 3x — 2 dan g(x) = X* + x — 3, tentukan:
lim{ f (x) —g(x i 2 im 90
a NIm{f(x)-g(x)} b. lim {f ()} c. 'X'LE‘f(x)

2. Menghitung Limit Fungsi Trigonometri

210

-1D Perhatikan gambar di samping. Dari gambar
di samping diketahui panjang jari-jari lingkaran=r,
\ besar sudut AOB adal ah x radian, BC dan AD tegak

\ lurus OA untuk 0 < x < %n

BC

OB =sinx = BC=0Bsinx

BC=rsinx
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AD =tanx = AD = OAtanx

OA
= rtanx
LA OBC juring OAB <L OAD
1 1, . 1
2-OC-BC < SXT <2-OA-AD
1 ; 1, . 1
2-OC~rsmx < SXxr <2-OA.r.tanx
%OOr-sinx %x-rz %OA-rtanx
1.2 < 1,2 < 1,2
il vl vl
OC 4 OA
= s§nx < X < F2 tanx
cosxsnx < x < }tanx
CosS X Sin X X < tanx .
sin x
_X_ 1
COSX <  gnx < wosx
[imcosx < i X Iimi
x—0 x—0 SIN X x—=0 COS X
. X 1
< lim=—— <« —
cos0 x>0 SINX cos0
. 1
< lim=— < =
1 x—0 SIN X 1
1 < lim— < 1
x—0 SIN X

sSinx _

Maka lim —*— =1 atau lim
x—0 SN X x—0

Dari persamaan:
cosxsinx < x < tanx

: tan X
COSX SinX X tan x
tan x tanx tanx
COSX SinX X
8 <1
sin X tan x
COSX

@-cosx-sinx<i<1
SN X tan x

X
<<
COS?X anx 1

1 mgatt
' B
A
Luasjuring ZZ—);TCI’Z
_1, .
=5xr
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. X
lim cos® x<lim——«<1
x—0 x—0 tan X

. X
lim——<1
1< x—0 tan X
) X . tanx
[im——— = [im——= =
Maka M 1 atau m— 1

Dengan cara yang sama didapat rumus:

lim X =1 = lim =& -1
x20  SINX x>0 Sinax
lim 3NX_ 1 = |jm 30&X_ 4
x—0 X x—0 ax

lim X =1 = lim -&X -1
x-»0 tan X x—0 tanax
im ©X_ 1 o im tanax _ 4
x—0 X x—0 aX

Untuk |ebih memahami tentang limit fungsi trigonometri, perhatikan contoh berikut.

Contoh soal
1. Carilahnilai limit berikut.
. sin2x . 4tanbx
a le—rg 3X ¢ le—rg 3%
. 5x . 2X
b. leirg 3sin3x d. lem tan4x
Penyelesaian
. Sin2x _ . sin2x 2x
a le_rg 33X IX'LTJ 33X  2x
_ im SIN2X 2X
- le—rl;l 2X  3Xx
_1.2_2
=1.3=3
. 5x . 5x 3X
b. lim 3sin3x ~ lim 3sn3x 3x
. 3X 5x
= lim 3sn3x 3x
. 1 3x 5x
= Iim 3'sn3x 3x
_1,5_5
- 377379
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2X

ngattt

tanxcotx=1

c Iim4tan5x_ lim 4 tan 5x 5x
’ x—0 3x T xs0 3x 5x
. 4tan5x 5x
= lim Rt
XI—>0 5X 3X
_ S5 _2 _ .2
=413 =73 =63
d lim —2X_ _ jim 22X 4x 4x_ 2x
" xs0  tandx x>0  tandx 4x = x-o tandx 4x
_q, 2 _1
=1.2=3
Carilahlimit berikut.
2sin5x .
a. M —anox C. IX|L132x-cotx
x>0  SIN6X
Penyelesaian
a 2sin5x _ 2sin5x 2x 5x
" xs0  tan2x x>0 tan2x 2Xx 5x
_ im 28in5x _2x  5x
X—0 5x tan2x 2x
_ 5 _
= 2.1.1. 5 = 5
. 3tandx _ . 3tandx 4x 6x
b Ix'fg sn6x Ix'gg sin6x 4x 6x
T 3tan4x 6x  4x
X—0 4x  sSn6bx 6x
. . 2X
. = lim—==
C. Ix|_r)r012x cot X x—r>ro]tanx
. X
:|m2— = . =
xl—>0 tan x 2-1 2
Carilahlimit berikut.
a lim 72_2(:2052)( c. lim3nGx+h)—sinx
x—0 X h—0 h
b. lim 052X
n x-I
X= 4
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Penyelesaian

a.

c. lim
h—0

_ (1_28n?
2—202032x:”m 211 C?SZX) _im A=Q 223”1 X)}

lim
x—0 X x—0 X x—0 X
. 2(1-1+2sin’X)
= lim .
x—0 X ) B
mgatt:
_ i 22807 %) 9
X0 X cot 2x=1—-2sin*
H)
= |im 480°X
x—0 X
. 2
- 4lim w)
x—0 X
=4.12 = 4
. COS 2X _ -
||”7} T ngattt
Xy 4
misa y = x—% cos (A + B)=cosAcosB—S|_nA5|_nB
cos(A—-B)=cosAcosB+snAsnB
_ T
X = y+ Z

untuk x — %, makay =0

i cos 2(y+7%) _ im cos (2y+7%)
y—0 - y—0 y
’ (cos 2y-cos% —sin 2y-sin )
B ylgg y
. (cos2y-0-sin2y-1)
= |
i S
— im (0—sin2y)
- y—0 y
- lim SN2V 2y
T y0 y 2y
= lim SN2y 2y
ooy 2y Y
= 1.2 = —=
sn(xeh-snx 2008 5{(ce) +gsin J{(cr ) -
h h—0 h
_ . 2cos(x+3h)-sinih
= lim h
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lim

2cos (x+3h) sinih

h—0

COS X

7.3

i 1ln).
m cos (X+ 2h)

1
2-5h

cos(x+%.0).1

nilh

Ih

2

2

sSnA+snB=2sin %(A+ B)

sinA—sinB=ZCos%(A+ B)-

gatt

1
sin E(A_B)

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1

Carilah limit berikut.

. Sin 3x
a lim

x—0 5X
b lim —2X_

x—»0 23N X

Carilah limit berikut.

. 2sin5x
a le—r)T(} 3sin2x
b i 4sin2x
x—0 tan4x

Tentukan nilai dari:

XSin3x

a lim >
tan® x

x—0

Hitunglahnilai dari:

1+ cos2x

a lim
1 COSX

X—=5T
2

Hitunglahnilai dari:

1-cos2x

a lim >

x—0 X

lim 6 tanx
x—0 4x

X

lim 5sin5x

x—0

tan8x

M Zsnax

x—0

3tan2x

lim 2tan3x

x—0

' sinZx
m
x—0 3x

lim tanx—1
H%n COS2X

. tan3x sinx
mi
x—=0 X
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1. Pengertianlimit
Limit sering dikatakan sebagai nilai pendekatan.
2. Limittak berhingga

Untuk mengerjakan limit menuju tak berhinggaberbentuk lim % berlaku
sebagai berikut. -9
a. Jikadergjat dari pembilang f(x) |ebih besar daripadaderajat penyebut g(x),

makanilai lim+*) adalah o .
== g(x)

b. Jkadergjat dari pembilang f(x) samadengan derajat penyebut g(x), maka

nitai 1imt® adalah real.
909

c. Jikadergat dari pembilang f(x) lebih kecil daripadaderajat penyebut g(x),

makanilai im—) adalaho.
== g(x)

3. Limitberhingga
Untuk mengerjakan limit menuju berhinggaberbentuk IXi im f(x) berlaku sebagai
berikut.
a. Jikaf(a) = C, makanila lem f(x) =C.

b, Jkaf(a) = &, makanilai lim f(x) = .
c. Jkaf(a)= o, mekanild lim f(x) =0.

d. Jkaf(a) = % maka nilai lim f(x) harus diubah lebih dahulu supaya
berbentuk a, b, atau c.
4. Sifat-sifatlimit

Apabilak suatu konstanta, f dan g adalah fungsi-fungsi yang mempunyai limit
untuk x mendekati a, makaberlaku:

a lim f(x="f()

b. Iim k =k

X—a

c. lim k- f(x)=k-lim f(x)

X—a X—a

d.1im {f(x)+g()}=limf(x)£limg(x)

216 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



lim {f(x)-g()}=lim f(x)-lim g(x)

N C ML S
AT lim g(x) \metg # 0

g tim (100)' = (im £

X—a

Pilinlah salah satu jawaban yang paling tepat.

Nilai Iing\/X2—9 adalah ....

a 2

b. 3

c 4

Nilai lim2X=2 adalah....
x-2 3—X

a 3

b. 1
c. 0

2
Nilai lim2X =2 = .
x—1 X—l
a O
b 1

c. 2

Nilai lim2X=1
x—=00 93— X

a 2

b. -1

c. O

6—4x*

Nilai lim :

xoe 24+ X
a -6
b. 4

c. 3

adalah ....

N wIN

adalah ....

|
Wl W=

o b
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6. Nilai limvx?+2x—+/x%+x adalah ....

X—ro0

3
a -5 d 1
1 3
b. -5 e 5
1
¢ 2
. ) 2_9
7. Nila lim adalah
X—-3 3
a6 —2
b. 4 -6
c. 4
2
8. Nilai limX=*=5 sgaian ...
-2 X+2
a -5 d 5
b. -2 e 2
c. -1
9. Nila nm2 +3 > addlah .
a 2 d O
b. 1 e. -3
c. -1
10. Nilai leqg\/_
a 12 d 8
b. 10 e 4
c. 6
11. Jika Iirrolf(x):S, Iirrgg(x)=—5, dan Iirromh(x) = % maka nilai dari
2
im G+ 90N"
X0 h(x)
1
a. ? d 4
b. 2 e 16
c. 8
-8 x*-2x
12. Nllalbig(x 2+2 4)
a 3 d 8
b. 5 e o
c. 9
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

4-x°

Nilai lim——=—— =....
223X’ +5
a 3 d 6
b. 4 e. 7
c. 5
S . 4x
Nilal lim =....
x=0 /142X —/1—-2X
a 2 d -1
b. 1 -2
c. 0
Nilai fim¥X=v2x-1 _
x—1 X—l
a 1 d -1
1
b ? e. O
1
C. =2
Nilai lim 230X -
x—0 3X
5
a. 3 d 3
5
b ? e 5
c. 4
Nilai [im1=C9SX —
x>0 XSiNX
2 1
a 3 d. 3
1
b. 2 e _1
c. 0
Nilai lim1= 952X
x—0 X
1
a 7 d 1
1
-5 e 2
3
C- 2
Nilai [im@1X—SnX _
Xx—0 X
1
a ? d 2
b. 1 e 6
c. 4

Limit Fungsi

219



20. Nilai lim

1-sinx _

ol X—3n
a 2 d 0
b. -1 e 2
c. 1

. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

Hitunglah nilai limit berikutini.

2 X
a |imLX+3 C. Iim2 +5

= X2 -5 xo- 24— 3

b. limvVx?+3x—x

X—>00

Hitunglah nilai limit berikutini.

f— 2 f—
a lim%X=3 c. limX +X=5
-3 x> +9 x>-1x% — X+ 4
. X+ 2
b. I|m3
x>-2 X+ 2

Hitunglah nilai limit berikutini.

— 2_
a lim x—4 C. IimX X
x—4 [x —2 x=0  2X
2
b, lim—X—4%

x=2 X2 — 3X+ 2

f(x+h)y—f(x)
h

Hitunglah limit Ll_r)rg untuk f(x) berikut ini.

a. f(x) =3x
b. f(x) = x
c. f{x)=2¢¢-3

Hitunglah nilai limit berikutini.

2tan3 . 1-cos
a lim=22Y d. lim— Y
y—0 SN2y y=0 y
, . 1
b. IlmLZ).( e. limxsn=
x—45 COSX — SiN X X0 X
1
c. lim + C0S2X
H%n COSX
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Turunan Fungsi

Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan
Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karakteristik Suatu Fungsi

=

Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan
Ekstrim Fungsi

Penyelesaian Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan ™
Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya

Dengan bertambahnya jumlah penduduk, maka kebutuhan akan adanya perumahan
juga bertambah. Peristiwa ini dikatakan bahwa laju jumlah penduduk sejalan dengan
bertambahnya perumahan. Dalam kehidupan sehari-hari, kamu dapat menjumpai
istilah-istilah laju penyebaran penyakit, laju kecepatan kendaraan, dan sebagainya.
Kejadian-kejadian seperti ini dapat diselesaikan dengan turunan fungsi yang merupakan
tahapan awal dari kalkulus diferensial.

Dalam bab ini kamu akan mempelajari mengenai konsep turunan fungsi dalam
pemecahan masalah. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat menggunakan konsep
dan aturan turunan fungsi untuk menghitung dan menentukan karakteristik turunan
fungsi, merancang model matematika dari masalah yang berkaitan dengan ekstrim
fungsi, sekaligus menyelesaikan dan memberikan penafsirannya.
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Turunan Fungs

\

Menggunakan
konsep dan aturan
turunan dalam
perhitungan turunan

\

\

Merancang model
matematika dari
masalah yang
berkaitan dengan

Menyelesaikan
model matematika
dari masalah yang
berkaitan dengan

fungsi ekstrim fungsi ekstrim fungsi dan
/\ penafsirannya
Turunan Turunan
fu_ngsi fungsi
aljabar trigonometri Nilai maksimum Penggunaan
dan minimum nilai
suatu fungsi maksimum
\7 Y dalam interval dan minimum
. . . tertutu
Limit fungsi Menghitung P
yang fungsi

mengarah sederhana

ke konsep \l/

turunan Menggunakan turunan untuk

menentukan karakteristik Turunan Menentukan
suatu fungsi dan pemecahan kedua suatu nilai kecepatan
masalah fungsi dan percepatan
/\[/\ -
Teorema L'Hopital
Persamaan L
¢ ggrisaa Fungsi naik Menggambar
: dan fungsi grafik fungsi
sInggung turun aljabar
pada kurva
. .  gradien garis singgun
* diferensial g g gaung

e turunan fungsi aljabar

e turunan fungsi trigonometri
e turunan pertama (%)
d2f (x) ]

e turunan kedua
dx?

222

 fungsi naik
 fungsi turun
» nilai stasioner
e nilai maksimum

nilai minimum
 titik balik minimum
o titik balik maksimum
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Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan

1. Turunan Fungsi Aljabar

a. Menghitung Limit Fungsi yang Mengarah ke Konsep Turunan

Dari grafik di bawah ini, diketahui fungsi y = f(x) pada interval k < x < k + h,
sehingga nilai fungsi berubah dari f(k) sampai dengan f(k + h).

Y y =19

f(k + h)

}f(k + h) - f(K)
f(k)

h
—_— X

k k+ h

Perubahan rata-rata nilai fungsi f terhadap x dalam interval k < x < k + h adalah
f(k+h)—f(k) f(k+h)—f(k)
(k+h-k h
lim f(k+h)— f (k)
h—0 h
disebut turunan atau derivatif fungsi f pada x = k.
lim f(x+h)—f(x)

h—0 h
sehingga kita peroleh rumus sebagai berikut:

. Jika nilai k makin kecil maka nilai

disebut laju perubahan nilai fungsi f pada x = k. Limit ini

disebut turunan fungsi f di x yang ditulis dengan notasi f ’(x),

F/(x) = ngg f(x+h%— f(X)

Jika nilai limitnya ada, fungsi f dikatakan diferensiabel di x dan f’disebut fungsi
turunan dari f. Turunan dari y = f(x) seringkali ditulis dengany' = f’(x). Notasi dari
dy df(x)

y' = f’(X) juga dapat ditulis: oy dan ax

Untuk lebih memahami tentang turunan, perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal
Tentukan turunan pertama dari:
a. f(x)=8 c. f{(X)=x3+5

b. f(x)=x-2 d f)=2
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Penyelesaian

a. fx)=8
, _ o f(x+h)y=1(x)
P =M=
_ im8=8 _
=M =0

Jadi, turunan fungsi konstan adalah nol.
b. f(x)=x-2

f(x+h)y=x+h-2
m f(x+h)y—f(x)

f’(X)z Ihi—>0 h
— lim X+h-2—-(x-2)
h—0 h
_ Iimx+h—2—x+2
h—>0 h
= Iimb = liml =1
h=0 h h—0

c. f{(xX)=x*+5
f(x+h) =(x+h)3®+5
=x¥+3x%h+3xr+h*+5
vrn i F(X+h)—=f(X)
Fe= lim
_ “mx3+3x2h+3xh2+h3+5—(x3+5)

h—0 h

_ Iimx?’+3x2h+3xh2+h‘°’+5—x3—5
h—0 h

T 3x’h+3xh* +h’

T hso h

2 2
- lim h(3x® +3xh+h")

h—>0 h

_ lim (3x2 +3xh+ hz)

h—0
= 3x2+3x.-0+ 02
= 3x%+0+0 = 3x

d fx) = 2

f'(x) = LI_I’P)

f(x+h)y—f(x)
h
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OS]

2
X+h
h
2x=2(x+h)
(x+h)x
h
. 2X—2x—2h
-0 hx(x+h)
. —2h
Ll—rg hx(x+h)
. -2
X (x+ )
-2 =2

x(x+0) N

lim
h—0

lim
h—0

Dengan menggunakan rumus f’(x) = L'LTJ

f(x+h)—f(x)
h

, lengkapilah tabel berikut.

1 X x| X

f(x)

X4

X

Xn

0 1 2x | 3%

(%)

nx'!

Dari tabel dapat dilihat bahwa jika f(x) = x", maka f’(x) = nx"-1, atau:

jika f(x) = ax", maka f’(x) = anx"~*

Contoh soal

Carilah f’(x) jika diketahui fungsi berikut.

a. f(x) =3 c. f(x)=4x
5 2
b. f(X) = NG d. f(x)= 3Jx
Penyelesaian
a. f(x)= %/7 = X% c. f(x)= 43
2. f'(x) = 4.3¢-1
’ —_ 2 3 1
f'x) = 5X = 1oy
1
- 243
= 5X 2 2 1
3 6 fx= 20 = 2220
2 _ .2 3Wx g 3
) 3x% R/ L
, 2.1 57
f'x)= 5-15-X
b, ()= % =5.x ®= 35
X 1
, - 2.3 .y
f'(x) = 5(=2) x?°! - 32
-10 z
=10 x3= — = X¢ = \/;
X
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8.1

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
1. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus f’(x) =
lim f(x+h)—f(x)

h—0 h

a. f(x)=2 d )=
b. f(x)=2x-5 e. f(x)=2.x
c. f=23

2. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus f(X) = X" mempunyai
turunan f’(x) = nx"-..

a. f(x) =-5¢ d. ) =-9 3/x
b. 1) = 5 e f(x) = 2){5
c. fx)= %

3. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

a. Jika f(x) = 4%, tentukan f’(-1) c. Jikaf(x)= %,tentukan f'(-2)
2

b. Jikaf() = 33, tentukan £'(1) d. Jikaf(x) = XT,tentukan £/(4)
X

4. Carilah f’(x) kemudian nilai fungsi turunan untuk nilai x yang diberikan.
a. f(x)=5%¢ untukx=-3danx=1
b. f(x) =2x3 untuk x=-1dan x=2

c. f(x)= %,untukxz—ldanle

d. f(x) = 2/x,untuk x=4danx=9

b. Menghitung Turunan Fungsi yang Sederhana dengan Menggunakan
Definisi Turunan

1) Turunan fungsi yang berbentuky=u v

Bilay = f(x) = u(x) + v(x) di mana turunan dari u(x) adalah u'(x) dan turunan
dari v(x) adalah v'(x), maka turunan dari f(x) adalah f’(x) = u'(x) + v'(x).
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Bukti:
f(X) = u(xX) + v(x)

9= lim f(x+h)—f(x)

h—0 h

lim u(x+h)+v(x+h)—{u(x) + v(x)}
h—0 h

lim u(x+h)—u(x) +v(x+h) —v(x)
h—0 h

_ L'LT(] u(x+ h%—u(x) N Ih'f(] V(X+ hr)]_V(X)
09 = u'(x) + V'(x)
Dengan cara yang sama, bisa dibuktikan bahwa bila f(X) = u(x) — v(x), maka
f/(X) = u'(X) + V'(X).
Jadi jikay=uxv, makay =u' V.

Agar lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal

Carilah f’(x) jika:

a. f(x)=3x+7x c. f(X) =4 -5x+ %
b. f(x) = =€ - 8X d. f(x)=6x- x> +3

Penyelesaian
a. f(x)=3x2+7x
Misal: u=3x¥ — u=3.2.x*"! = 6x' = 6X
VETX — V=7.1.xX"1=7x%=7.1=7
Jadi jikaf(x) =u+v, maka f'(x)=u +V =6x+7
b. f(X) = -x* - 8%
Misal: u=-xX — U =-3x"1=-3%
v=8x* —» Vv =8.2.x2"1=16 x* = 16X
Jadi jika f(x) = u—-v, maka f’(x) = u' — V' = =3x% — 16X

c. f(xX)=4x®-5x+ %

Misal: u=4x — U =4.3x3-1=12x
v=5x — Vv =5.1x-1=5x0=5.1=5
3 -6

w= NG =3x? - W'=3~(—2)~X‘2‘1=—6X‘3=?
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u-v +w
12¢ -5+ (52)

12¢-5- 5

Jadi jika f(x) = u— v+ w, maka f’(x)

e. f(x)=6x- 3y +3
Misal: u=6x — U=6-1x"1=6Xx"=6

2 2 1 2
V:%/?: SN V':2X31:%X3:Ll—

3 3x3 -3
w=3 —> wW=0
Jadi jika f(x) =u-v+w, maka f'(x)= u -V +w

2

= 6- +0
33x
2

= 6-—-
33x

2) Turunan fungsi yang berbentuk y=u.v

Jika'y = f(x) = u(x) - v(x), di mana turunan dari u(x) adalah u'(x) dan turunan dari
v(x) adalah v'(x), maka turunan dari f(x) adalah f’(x) = u'(x)- v(x) + u(x) - v'(x).

Buki:
f(x) = u(x)- v(x)

f(x+h)—f(x)

P = lin——7
— lim u(x+h)-v(x+h)—u(x)-v(x)
T heo h
— lim u(x+h)-v(x+h) —u(x) - v(x) + u(x+ h) - v(x) —u(x+h) - v(x)
T hso h
— lim u(x+h)-v(x+h)—u(x+h)-v(x) +u(x+h)-v(x) —u(x) - v(x)
T hoo h
= lim u(x+ h) -{v(x+h) —v(x)}+v(x) -{u(x+h) —u(x)}
" hso h
= limuoe i X g v iy
') = u(X)-v(X) + v(x)-Uu'(x)

Jadi jikay=u-v,makay =u'v+uv.

228 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



Agar lebih jelas, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal
Lo dy .
Carilah d_i jika:
a. y=x(5x+23) c. y=(@2x+1)(x-5)
b. y=3(2x+1)x d y=0(x-7)(2x-73)

Penyelesaian
a. y=x(x+23)
Caral: y=x(bx+3)
y=5x+3x; maka y' =5.2x*"1+3.1xt-1
y =10xt+3.X°
y =10x+3-1
o dy _
y' =10x + 3 atau &—10x+3
Cara2: y=x(5x+3)
misa. u=x — u=1
v=5x+3 —» V' =5+0=5
Jadijikay=u-v, maka y'=uv+uv
y =1(5x+3)+x(5)
y' =5x+ 3+ 5x

D dy _
y'=10x+ 3 atau ax =10x+ 3

b. y=3(2x+1)x2
Caral: y=3@2x+1) x?
y=6+3x%, maka y = 6-3x¢-1+3.2x2"1
= 18x% + 6X
Cara 2: y=3(2x+ 1) = (2x+ 1) 3x?
misa: u=2x+1 — Uu=2
v=3x¥ — VvV =3.2x"1=6X
Jadi jikay=u.v, maka y'=uv+uVv
y' =2.3x2+ (2x + 1) 6x
y' = 6x% + 12x% + 6X
y' =18x% + 6X
C. y=(2x+1)(x-5)
misal. u=2x+1 — u=2
Vv=x-5 — Vv=1
Jadi jikay=u-v, makay = uv+uVv
2(x-5)+ (2x+ 1)1
= 2x-10+2x+1
4x -9
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d y=0¢-7)2x-3)
u=x+7 — U=2x
v=2Xx-3 — Vv =2
Jadi jikay=u-v, maka y'= uv+uv
= 2X(2x=-3) + (¢ + 7)2
= A -6x+2x2+ 14
= 6X-6x+14

Dengan cara yang sama didapat rumus:

Untuk u dan v masing-masing fungsi x, U’ turunan dari u dan v' turunan dari v dan k
bilangan konstan maka berlaku sebagai berikut.

y=uzxv, maka y'=u zV
y= ku, maka y =ku
y=uv, maka y = uv+ uv

uv—-uv
y= Y, maka y = .

y=u, maka y =n.u""'u

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal
1. Carilah turunan pertama dari:

_ 3x-2 X2 42x
Y= 5x+6 b.y= X—3
2. Carilah turunan pertama dari:
a. y=(¢-23x?
b. y=(2+5x%°
Penyelesaian
Loay= g

misa: u=3x-2 — Uu=3

v=5x+6 — V=5
. _u . uv-w _ 3(5x+6)-(3x-2)5
Jikay= vy, maka y 7 = (5x+6)?
15x+18—-15x+10

(5x+6)°
28

(5x+6)°
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X2 +2x
X—3
misal: u=x*+2x — U = 2x+2

v=x-3 — VvV =1
uv—u/  (2x+2)(x=3)—(xX* +2x)-1

. _u _
Jikay= vy, maka y = z - (x=3)?
_ 2X*—6X+2X—6—X° —2X
- (x—3)?
X —6x-6
T (x=3)°

2. a y=(¢-3x?
misall u=xX-3x —» U =3x¥-3
n-u-tu
= 20 -3x)?"1. (3x* - 3)
= 20 -3x) (3¢ -13)
= 2(3x° - 3x¢ - 9x® + 9x)
= 2(3x° - 12¢ + 9X)
= 6x°— 243 + 18x

Jikay=u", maka Yy

b. y=(2+5%)°
misal :u=2+5x% — U =10x
Jikay=u", maka y'= nu"-tu
5(2 + 5x%)5-1. 10x
50x(2 + 5x?)*

Coba kamu diskusikan dan buktikan teorema berikut dengan kelompokmu.

Jikay= % makay' = - vv—zuv

Aturan Rantai untuk Mencari Turunan Fungsi

Untuk mencari turunan dari y = (2x—5)?, lebih dahulu harus menjabarkan (2x—5)?
menjadi 4x2 — 20x + 25 kemudian menurunkannya satu persatu. Tetapi kamu belum
bisa mencari turunan fungsi yang berbentuk y = v/2 + x* . Untuk itu perlu dikembangkan
teknik yang erat hubungannya dengan fungsi-fungsi majemuk yang telah kita pelajari.
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah uraian berikut.
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Jika y = fo g sedemikian hingga y = f(g(x)) di mana f dan g adalah fungsi-fungsi yang

mempunyai turunan, maka y juga mempunyai turunan sehingga:

y = f(9() -g(x)

Dalam bentuk lain dapat diuraikan sebagai berikut.

Misalnya z = g(x), maka g'(x) = % dan f’.gx)) = f'(2)

sehingga y' = f’(g(X)) - g'(X)

dy _ dy dz
dx T dz " dx

| ody _ dy dz
Jadi: &— de

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Tentukan turunan pertama dari y = (2x* + 4x—3)".

Penyelesaian

Misal: z = 2x%+4-3 > _g)z( =4x+ 4
dy
—_ 10 —_
y=2" - 4, 107
_dy dz _
= dz ok - 107 (k)

10(2x* + 4x — 3)°- (4x + 4)

8.2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Carilah turunan pertama dari:
a. y=3x-12x% + 5x
b. y=2x-5x+7x°
c. y= %xz— %x2+3x

2. Carilah turunan pertama dari:
a. y=(x+2)(2x-7)
b. y=(3x+4)(5x-2)
c. y=(x+2)(x*-3)
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3. Carilah turunan pertama dari:

4 y= X5 o v= X2 +1

YT Ixt2 YT 1o
_ 2-5x

b. y= X+2

4. Carilah turunan pertama dari:
a. y=(2x+3) C. Y= VX +5
b. y=(2-x)°

5. Carilah turunan fungsi-fungsi di bawah ini, kemudian carilah nilai fungsi turunan

itu untuk nilai x yang diberikan.

a. y=x3-5x+3x+4,untuk x =2

_ 2X+6X

1 untuk x=1

b. y=(2x+5)(3x-2),untukx=-1 d. y=(3x*+2)% untuk x =2

6. Dengan aturan rantai carilah turunan pertama dari:

a. y=(2x-1)° c. y= 1

b. y=3/x*-5

2. Turunan Fungsi Trigonometri

x> —3x+4

Untuk menentukan turunan fungsi trigonometri dapat dicari sebagai berikut.

. f(x+h)—f(x

f'(x) = ngg—( r)1 )
Perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

1. Tentukan turunan dari f(x) = sin x.

Penyelesaian mgatt—)
fG) = sin x sin A-sinB= 2c05%(A+ B)-
f(x + h) = sin (x + h), maka 1
sin; (A—B)
rrn _ i F(X+D) =T (X)
o) = lim——r — cos A—cos B=-2sin3(A+ B)-
. . P
_ Iimsm(x+ h) —sin x sin5 (A—B)
h—0 h
_2cos % (x+h+x)sin 5 (x+h-x)
= |im h
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Lnsind
2cos(x+ 5 h)sin 5 h

i h

) Lon v sin%h
lim 2cos (x+7h) lim

h—0 h—0 2. 1h

2

_ 2C0sX
2

= COS X

2. Tentukan turunan dari f(x) = cos x.

Penyelesaian
f(x) = cos x

f(x + h) = cos (x + h), maka: f mgatt
lim f(x+ hy)]_ f(X)

h—0

£/(x)

Cos A= —Seé A

N2 2N —
= i SOS(x+h) —cosx SIA+ cos*’A =1

h—0 h

—25inx+h+xsinx+h_x
2 2

= |lim
h—0 h

2Xx+h . h
sin5

—25sin
- 2
= IIm h

—25in(x+%h) sing

[Nl

= lim
h—0 h

5 N

sin
_ . r l lim_ 2
= fm —sin(xe3h) fm—

N

—sin(x+0)-1 = -sinx

Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok, buktikan:
1. Jikay=tan x, makay' = sec? x

2. Jikay = cot x, maka y' = —cosec? X

3. Jikay=sinu, makay =u cosu

Setelah itu cocokkan dengan kelompok lain, adakan diskusi per kelompok.
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Dengan cara yang sama didapat rumus sebagai berikut.

1. Jikay=sinx, makay' = cos X
2. Jikay=cos x, makay' = -sin x
3. Jikay=tan x, makay' = sec? x
4. Jikay = cot x, maka y' = —cosec? X
5. Jikay=sinU, makay =U'cos U
6. Jikay=sin"U, makay =nsin"-* U cos U’
7. Jikay=sec x, makay = sec x tan x
8. Jikay = cosec x, maka y' = cosec X cot X
Contoh soal
1. Tentukan turunan pertama fungsi berikut.
a. f(x) =sin 3x
b. f(x)=5sin (£x+86)
Penyelesaian
a. f(x) =sin 3x
f’(x) = 3 cos 3x
b. f(x) = 5sin (x+6)
f'x)= 5. % cos (%x+ 6)
= COos (%x + 6)
2. Jikay =7 tan x, tentukan % .

Penyelesaian

_ _7sin X
y—?tanX——C—o—ST

misal: u=7sinxXx — U =7cosXx
V=C0SX — V' = -sinX
uv—uv

y = V2

7C0SX-C0S X—7sin X (—sin x)
cos? x
7c0s” X+ 7sin® X
cos” X
7(cos® x+sin® x)
Cos® X
7
cos® X

= 7 sec? X

r mgattt

cos® A+sin? A=

1
Cos A = SecA

1

N
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3. Carilah f’(x) dan nilai f’(%n)jika diketahui f(X) = x? sec x.

Penyelesaian
f(X) = X° sec x
f’(X) = 2x sec x + x? sec X tan x

f’(%n) =2. %TDSE‘C %n + (%n)z.sec %n.tan %n

N

§TC~2+ %Tc2 ~2~\/§

T+ %RZ\@

Wl

8.3

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Carilah f’(x) dari fungsi-fungsi di bawah ini.
a. f(x) =sin?x c. f(x) =6 sin x+ 2 cos x
b. f(x) = cos® x d. f(x) =2 cotx

2. Carilah f’(x) dan nilai dari fungsi f’(x) dari:
a. f(x)=4sinx—x% untuk x= ¢
b. f(X) = 3x-cos X, untuk x = 3

bia

w

c. f(x)=4tanx+ X, untuk x = %

3. Carilah turunan pertama dari:

a. y=sin3x C. y=sin(2x+3)
b. y=cos 4x d. y=cos (3x-2)
4. Carilah & dari:
dx
—cin 1 __95
a. y=sin ¢ C. Y= 3Sinx
- 2 __2
b. y=cos X d. y= tosx
5. Carilah & dari:
dx
a. y=cos? (3x-2) C. y=XxXsin 3x
b. y=sin?(2-x) d. y=x*cos 2x
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Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karak-
teristik Suatu Fungsi

. Persamaan Garis Singgung pada Kurva

Perhatikan gambar berikut.

v y=109
A |
/
,’//
f(x+h) [pmommmmmmmmomoo e 7 Q((x+ h), f(x + h))
a
- S
________ G o —— =
Ll =
- |
5 S —— > X

Titik P(x, y) adalah sembarang titik pada kurva y = f(x), sehingga koordinat titik P
dapat dituliskan sebagai (x, f(x)). Absis titik Q adalah (x + h) sehingga koordinat titik Q
adalah {(x + h), (f(x + h)}. Jika h — 0, maka S akan menjadi garis singgung pada
kurva di titik P yaitu PS Dengan demikian gradien garis singgung pada kurva di titik P
adalah sebagai berikut.

m = Ihmg tan ZQPR

h—0

lim f(x+ h%— f(X)

(%)

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
1. Tentukan gradien garis singgung dari fungsi f(x) = x® — 3x2 di titik (-2, —20).

Penyelesaian

f(x) =x-3x

f'x) = 3x-6x

f'(-2) = 12+12
= 24

Jadi, gradien garis singgung f(x) = x® — 3x? di titik (-2, —20) adalah m = 24.

2. Jikadiketahui f(x) = 5— +/x , tentukan gradien garis singgung kurva tersebut di titik
yang ordinatnya 3.
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Penyelesaian

f(x) = 5-/x

3 = b-4X

\/§ = 2 = x=4

f(x) = 5 /x _5_x2

= -3x? = 3k =

-1 __1
2J4 4

Jadi, gradien garis singgung kurva f(x) =5 - \/x di titik (4, 3) adalah m= -

N

Persamaan garis singgung pada kurva di titik (x, y,) dengan gradien m di mana
m= f’(x) adalah:

y_y1: m(X—Xl)

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal

Diketahui kurva f(x) = %x3 — 3X%. Tentukan persamaan garis singgung dari kurva
tersebut yang mempunyai gradien -9.

Penyelesaian
-1
f(x) = 3x?’—3x2
f’(x)=%-3x2—3-2x = X% — 6X
m = f'(x)
-9 = x2-6x
X¥-6x+9 =0
x=32 =0
X =3
y = f(3)
-1
= 3:3-33
=9-27 =-18

Jadi, koordinat titik singgung (3, —18).
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Maka persamaan garis singgungnya adalah:

y-y, =
y+18 =
y+18 =
y =
y =

m(X — x,)
-9(x-3)
-9x + 27
-9x+9

-9(x-1)

8.4

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Tentukan gradien dan kemudian persamaan garis singgung setiap kurva berikut
ini pada titik yang diketahui.
a. y=3xdititik (2, 6)

b. y=-7xdi titik (1, -7)

® oo

y = X2 di titik (3, 9)
y = X2 — 4x di titik (-1, 6)
y =X — 3x2 + 4 di titik (0, 4)

Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini.

a. y=4x*padax=-1

b. y=3x-

d y= % padax =1

5 pada x = 2 e. y= 5Jx padax=4

c. y=xpadax=2

Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini.

a. y=4xpaday=8
b. y=-2% padayz—%

c. y=+/x paday=2

d y=x*-2paday=7
-1 _1

e. y= aday= %
y '_x paday = 7

a. Tentukanlah koordinat titik pada kurva y = x> — 5, sehingga garis singgung

kurva di titik itu mempunyai gradien 4.

b. Tentukan pula persamaan garis singgung di titik itu.

Carilah persamaan garis singgung pada kurva y = x2 — 3x + 3, yang:
a. tegak lurusy =x+ 6,
b. sejajarbx+y=1.
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2. Fungsi Naik dan Fungsi Turun

a. Pengertian Fungsi Naik dan Fungsi Turun

Perhatikan gambar di samping.
fx)=9-x
f'(X) = =2x &

1) Bilax <0 maka f’(x) > 0 (gradien di setiap §°
titik positif). Terlihat grafiknya naik, maka N
dikatakan fungsi naik.

2) Bilax>0maka f’(x) <0 (gradien di setiap > X
titik negatif). Terlihat grafiknya menurun,
maka dikatakan fungsi turun. f( =9-x

AY

z
2
3.
%
%

b. Menentukan Interval Suatu Fungsi Naik atau Fungsi Turun

Untuk menentukan interval fungsi f(x) naik adalah dengan menyelesaikan
pertidaksamaan f’(x) > 0. Demikian juga untuk menentukan interval fungsi f(x)
turun adalah dengan menyelesaikan pertidaksamaan f’(x) < 0.

Untuk lebih memahami, perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal

1. Tentukan interval-interval dari fungsi f(x) = x> — 4x agar fungsi:
a. naik,
b. turun.

Penyelesaian
f()=x-4x = f'(x)=2x-4
a. Syarat supaya fungsi naik adalah:

f'(x) >0
2x-4 >0 B
2Xx > 4 2
b. Syarat supaya fungsi turun adalah:
f'(x) <0
2x-4 <0
2x <4 N
X <2 2

2. Ditentukan f(x) = %x3 — 2x? — 5x + 10. Tentukan interval agar:

a. kurvay =f(x) naik,
b. kurvay =f(x) turun.
Penyelesaian

a. f(x)=%x3—2x2—5x+10 = f'(X)=x-4x-5

240 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



Syarat fungsi naik:

f'(x) >0
X —4x-5>0
(x+1)(x=5) >0 - B
Xx+1=0 atau x-5 =0 -1 5

1
a1

X =-1 atau X

Interval x agar kurva naik adalah x < -1 atau x > 5.

b. Syarat fungsi turun

f'x) <0

X -4x-5 <0

(x+1)(x-5) <0
Xx+1 =0 atau x-5=0
X =-1 atau Xx=5

Interval x agar kurva turun adalah -1 < x<5.

Nilai Stasioner dan Jenisnya
Perhatikan grafik berikut ini.

Y4 B f'(¥
|
|
|
|
|
|
C

a. Nilai stasioner pada A adalah f(b), jenisnya nilai balik minimum.
Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

X b™ b b*
() - 0 "

T
|~ —

b. Nilai stasioner pada O adalah f(0) jenisnya nilai belok.
Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

X 0 0*
f'(x) + +
Jenis
belok / /
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c. Nilai stasioner pada B adalah f(c) jenisnya nilai balik maksimum
Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

- +

X Cc c c
f'(x) + 0 -

Jenis
maks / \

Catatan:
b, 0- dan ¢ artinya kurang sedikit dari b, 0, c pada f’(x).
b*,0* dan c* artinya lebih sedikit dari b, 0, ¢ pada f’(x).

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut.
Contoh soal

1. Tentukan nilai stasioner dan jenisnya dari fungsi berikut.

a. f(x)= %xs— %xz + 6X

b. f(xX)=x3+9x*+24x+8
Penyelesaian

a. f(x)= %xs— %x2+ 6X

= f'(X)=x*-5x+6
Syarat mencapai nilai stasioner: f’(x) =0
X2-5x+6 =0
x-3)(x-2) =0
Xx—3 =0 atau x-2=0

X = 3 atau X =2

x=3 — y=f(x)=43
- —f(x) = 42
X=2 - y—f(x)—43

«  Untuk x=2 nilai stasioner adalah 4% jenisnyamaksimum —s titik stasioner

maksimum (2, 4%).

*  Untuk x = 3 nilai stasioner adalah 43 jenis minimum — titik stasioner

minimum (2, 43).
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Untuk mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol.

X 2 2 2" 3 3 3’
X—2 - 0 + + +
x-3 - - - - 0 +
f7(X) + — - 0 +

Bentuk N
grafik NS

b. f(Xx)=x+9+24x+8 = f’(x)=3x*+18x+24
Syarat mencapai stasioner: f’(x) =0
X2+ 18x+24 =0
3(+6x+8) =0
3x+4)(x+2) =0
X=-4 atau x=-2
X=-2 = y=1f(x) =-12
Xx=-4 = y=1f(x) =32
* Untuk x = -2 nilai stasioner adalah —-12 jenisnya belok — titik belok
(-2, -12).
e Untuk x=—4 nilai stasioner adalah 32 jenisnya maksimum —s titik stasioner
maksimum (-4, 32).

Untuk mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol.

X 4" -4 4" | -2 -2 2"
X+2 - - - - 0 -
X+4 - 0 + + + +
f (X + - - + -

Bentuk N \ -
gambar *

2. Diketahui fungsi y = ax® + bx? dengan a dan b konstan, memiliki titik stasioner
pada titik (1, —1). Tentukan nilai a dan b.

Penyelesaian

y =ax + bx

Syarat stasioner y' = 0
y = ad + bx
y = 3ax? + 2bx
0 = 3ax? + 2bx

titik stasioner (1, -1)
berartix=1,y=-1
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3ax*+2bx =0
3a-1°+2b-1 =0
3a+2b=0......... 1)
y = a+bx
-1 = a.-13+b- 12
-1=a+b..... (2

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh:
3a+2b =0 |x1]
at+tb = -1|x2]
3a+2b =0
2a+2b =-2 _

a+0 =2
a =2

a = 2 disubstitusikan ke persamaan (2)
atb = -1
2+b = -1
b =-3

8.5

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan interval agar fungsi berikut ini naik.
a. y=x+5x-4

b. y=6+4x-x

C. y=xX+3¢+5

d. y= %x?’— %x2+2x+2

2. Tentukan interval agar fungsi berikut ini turun.
a. y=2x*-8x+3
b. y=1+9x-3x?
C. y=2x3+x2-4x+1
d

. y=%x3—2x2—5x+6

3. Tunjukkan bahwa fungsi berikut selalu naik.
a. f(x)=x*-6x+20x+1

b. f(X) = 5 + 2X + dx + 9
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4.

Tentukan nilai-nilai stasioner dan tentukan pula jenisnya fungsi-fungsi berikut
ini.

a. f(x) =x®-3x

b. f(x) = %x3+ %x2—6x+2

3. Menggambar Grafik Fungsi Aljabar

Langkah-langkah dalam menggambar grafik suatu fungsi aljabar atau suatu kurva

sebagai berikut.

a.

b.

Menentukan titik potong dengan sumbu-sumbu

koordinat (sumbu X dan sumbu Y). ngattt—)
Menentukan titik-titik stasioner dan jenisnya (titik f'(0) =ad+bx+c
balik minimum, titik balik maksimum, dan titik a> 0dan D < 0 maka
belok). f’(X) definit positif atau
Menentukan nilai y untuk x besar positif dan untuk f'(x)>0

X besar negatif.

Untuk lebih memahami cara menggambar grafik

fungsi aljabar, perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal

1.

Gambarlah grafik kurva y = 3x2 — 3.

Penyelesaian
a. Titik potong kurva dengan sumbu X, dipenuhi bilay =0, maka diperoleh:

¥ -x=0
X*(3-x) =0
X =x,=0 atau 3-x =0

X, =3
Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (3, 0).
Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bila x = 0, maka diperoleh:
y = 3¢ -x°
= 3-0-0
=0
Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0).

b. Mencari titik-titik stasioner, syarat f’(x) =0

y = 3¢-x®

y' =

6x — 3x?
3X(2-X)

x=0 atau X

0
0
0
=2
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Untukx=0 — y=0danuntuk x=2 — y=4,

!

y —_
Bentuk -~ s
grafik Neemmee 4 / \

Jadi, titik (0, 0) merupakan titik balik minimum dan (2, 4) merupakan titik balik
maksimum.

c. Untuk x besar positif, maka y = besar negatif.
Untuk x besar negatif, maka y = besar positif.
Sehingga grafiknya terlihat seperti gambar berikut.

YA
__________ 2,4
4 =
|  (3, 0) P X
(0,0) 2

2. Gambarlah grafik kurva y = x* — 4x2.
Penyelesaian

a. Titik potong kurva dengan sumbu X, dipenuhi bilay = 0, maka diperoleh:
X=43 =0
X (x-4) =0
x=0 atau x=4
Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (4, 0).
Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bilax =0, maka diperoleh:

y = xt—4x®
y = 0*-4-0°
=0

Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0).
b. Titik stasioner, syarat f’(x)=0

f = xt-4x3
f'x) =0
43 -12%= 0
42 (x-3) =0
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Untuk x=0dipenuhi: y = 0*-4.03=0 = (0,0)
Untuk x=3dipenuhi: y = 3*-4.3°

= 3#(3-4)
=-27 = (3,-27)
x=0 X=3
0 0 0" 3 3 3
y - 0 - - 0 +
Bentuk
grafik | | .. /

Titik (0, 0) merupakan titik belok horizontal dan titik (3, —27) adalah merupakan titik
balik maksimum.

c. Untuk x besar positif, maka y = besar positif.

Y Untuk x besar negatif, maka y = besar
positif. Maka grafiknya seperti tampak
pada gambar di samping.
/(4, 0)
0(0, 0) 3 4 -

27

8.6

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.
Gambarlah grafik kurva-kurva berikut ini.

1. y=2¥ 6. y=x—6x°+9x
2. y=4-% 7. y=x(x=2) (x+3)
3. y=xX-2x 8. y=25x-10x*+x
4. y=x 9. y=x(x+1)?

5. y=x-3x 10. y = 3x° - 5%
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Merancang Model Matematika dari Masalah yang
Berkaitan dengan Ekstrim Fungsi

1. Nilai Maksimum dan Minimum Suatu Fungsi dalam Interval
Tertutup

Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum fungsi dalam interval tertutup
dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut.

a. Menentukan nilai fungsi pada batas interval.
b. Menentukan nilai stasioner apabila stationer dicapai pada x di dalam interval.
c. Menentukan nilai minimum dan maksimum berdasarkan hasil dari (a) dan (b).

Untuk lebih memahami, perhatikan contoh berikut.

Contoh soal
1. Tentukan nilai maksimum dan minimum untuk fungsi f(x) = 6x? — x® pada interval
-1<x<3.

Penyelesaian
Fungsi f(x) = 6x? — x® pada interval -1 < x < 3.
Nilai fungsi pada batas interval:
f(-1)=6(-1)2-(-1)*=6+1=7
f(3) =6 (3)2-(3)*=54-27=27
Nilai stasioner fungsi:
f'(x) =12x-3x* = 12x-3x*=0
3x@4-x) =0
x=0 atau x=4
x =0 di dalam interval (dicari nilai fungsinya)
x=4di luar interval (tidak dicari nilai fungsinya)
f(0) =6 (0)*-(0)*=0
Diperoleh f(-1) = 7, f(2) = 16, f(3) = 27.
Jadi, nilai maksimum adalah 27 dan nilai minimum adalah 0.

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum untuk fungsi f(x) = 2x — X2 pada interval
{x|-1<x<2}
Penyelesaian
Nilai fungsi pada batas interval.
f(-1) =2(-1)- (-1)? =-2-1=-3
f(2)=2(2)-(2)?* =4-4=0

248 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA



Nilai stasioner apabila f'(x) = 0
f'(x) = 2-2x
0 =2-2x

2X = 2

x =1

Untukx=1 — f(1)=2.1-1=2-1=1
Jadi, nilai maksimum fungsi adalah 1 dan nilai minimum fungsi adalah -3.

2. Penggunaan Nilai Maksimum dan Minimum

Soal-soal cerita atau persoalan yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari

dapat diselesaikan dengan menggunakan stasioner yaitu nilai maksimum dan minimum.
Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

1.

Sebuah bola dilempar vertikal ke atas. Dalam waktu t detik ketinggian yang dicapai
oleh bola dengan persamaan h(t) = 36t — 9t2.

a. Tentukan waktu (t) yang diperlukan sehingga tinggi bola maksimum.

b. Tentukan tinggi maksimum yang dicapai bola itu.

Penyelesaian
a. h(t)=72t-9t
h'(t) =72 - 18t
Agar mencapai maksimum maka h'(t) = 0
h'(t) = 72 - 18t
0 =72-18t
18t = 72
t = {2 = 4detik
b. Tinggi maksimum yang dicapai bola itu adalah:
h(t) = 72t - 9t?
=72.4-9.42
=72.4-9.16
= 288 — 144 = 144 meter
Kita akan membuat kotak tanpa tutup dari sehelai karton yang berbentuk bujur
sangkar (persegi) dengan rusuk = 20 cm, dengan jalan memotong bujur sangkar

kecil pada keempat sudutnya, tentukan ukuran kotak supaya isinya sebanyak-
banyaknya.

Penyelesaian

Masalah di atas dapat dituangkan dalam gambar. Misalkan potongan persegi pada
sudutnya adalah x cm. Maka ukuran kotak yang akan dibuat adalah:
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L panjang = (20 — 2x)

! ! lebar = (20 -2X)
i : tinggi = xcm
gf ......... 'j Sehingga volum kotak:

Volume = (20 - 2x)(20 — 2x) x cm?®
= 400x — 80x* + 4x3 cm?®

Terdapat suatu fungsi x dari volume kotak:
v(X) = 400x — 80x* + 43
Supaya kotak tersebut mempunyai volume yang maksimum, maka:
V(x) =0

400 — 160x + 12x2
12x% — 160x + 400
3x2 - 40x + 100
(3x-10) (x-10) =
3x-10 =0 atau x-10 =0

=10 x=10

11
o O O o

* Untuk x =10, maka v (0) = 0, mendapatkan titik (10, 0) merupakan titik balik
minimum. Sehingga titik ini tidak memenuhi, karena yang diminta adalah volume
maksimum.

— 10 10) — 16.000 o (10 16.000
¢ Untuk x = 5 maka v (ﬁ) = =57 mendapatkan titik (?T)

menunjukkan titik balik maksimum, sehingga supaya volume kotak yang dibuat

maksimum dicapai bilax= % . Atau dengan kata lain: karton tersebut dipotong

pada keempat sudutnya dengan bentuk bujur sangkar dengan sisi % cm. Jadi

ukuran kotaknya adalah:
panjang = (20 - 2. %) cm= 4—30 cm
lebar = panjang

tinggi kotak = % cm

8.7

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar.

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari fungsi f(x) = 2x — x® pada interval
{x|1<x<2}.

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari f(x) = 2x* — 8x pada interval -1 <x< 4.
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3. Tentukan nilai maksimum dan minimum pada interval tertutup [1, 5] untuk fungsi
f(x) = x+ %.

4. Suatu kolam ikan dipagari kawat berduri, pagar kawat yang tersedia panjangnya
400 m dan kolam berbentuk persegi panjang. Tentukan ukuran kolam agar terdapat
luas yang maksimum dan berapa luas maksimum itu.

5. Jumlah dua bilangan adalah 20, hasil kalinya p. Tentukan hasil kali yang terbesar.

Penyelesaian Model Matematika Masalah yang Ber-
kaitan dengan Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya

1. Turunan Kedua Suatu Fungsi

d f(x)

Turunan pertama fungsi y = f(x) adalah f’(x) = ax sedangkan turunan kedua
d2f (X d3f(x
ditulis f”(x) = dxg ) dan turunan ketiga ditulis f”(x) = dxg ) dan seterusnya.

Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
d*f . .
1. Tentukan v dari fungsi f(x) = x3 - 5x* + 7.

Penyelesaian
f(xX) = x¥-5x2+7

df _ 2 — 2

W = 3x¢2=-5.2x = 3x?-10x

d2f (%)

— = 3.2x-10-1 = 6x-10
dx2

X2 —5x% + 6.

wlN

2. Tentukan turunan kedua dari y = %x“ +

Penyelesaian

y =%x4+%x3—5x2+6

dy _ 1 2
o = 24+ 3.3x¢-52x+0
= 2x + 2x2 - 10x
dz2
—y= 2.3%+2.2x-10 = 6x*+4x-10
dx2
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Menentukan Nilai Kecepatan dan Percepatan

Apabila diketahui fungsi y = f(x), maka turunan pertama dapat ditulis y' = f’(x),

f’(x) sering juga ditulis dfd(xx) dany' sering ditulis % .

Apabila diketahui s = f(t), maka turunan pertama dari s ditulis @ = f'(t) =

mf(t+h)—f('[) ds
h—0 h Codt
ditulisv= gts ataua= gY - U2 di mana gY merupakan besarnya percepatan setiap

dt2’

merupakan besar kecepatan sesaat untuk setiap saat, atau

saat.

Untuk memahami lebih jauh tentang nilai kecepatan dan percepatan, perhatikan
contoh berikut.

Contoh soal

1. Jika suatu benda yang bergerak ditunjukkan oleh rumus s = 10t + 5t?, dengan

menggunakan Ihmgw , tentukan:
a. Kkecepatan pada setiap saat,
b. percepatan pada setiap saat.
Penyelesaian
a. s=10t+ 5t
ds _ o fE+h)—f(t)
VEd ST R
- m{10(t +h) +5(t + h)*}— (10t + 5t)
B h—0 h
_ Im(10t+10h+5t2+1Oth+5h2)—(10t+5t2)
T hoo h
_ i 10t +10h + 5t +10th + 5h? —10t — 5t
= lim
h—0 h
2
_ Iim10h+10’[h+5h
h—0 h
h(10+10t +5h)
= lim—————=
h—0 h

= ng 10+10t +5h

10+10t+5.0
10 + 10t
Jadi, kecepatan pada setiap saat = 10 + 10t.
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b. v=10+ 10t
_dv - g (D)= (D

- E - h—0 h
. {10+10 (t+h)}-(10+10t)
= |im
h—s0 h
_ Iim1O+1Ot+10h—10—10t
h—0 h
. 10h
= imh
= lim10 = 10
h—0

Jadi, percepatan pada setiap saat = 10.

Ditentukan jarak smeter yang ditempuh dalam waktu t detik oleh benda yang jatuh
dinyatakan oleh rumus s = 4t2,

a. Hitunglah kecepatan jatuhnya benda pada saat t = 5 detik.
b. Tentukan pula percepatannya.

Penyelesaian

a. s=4t?
_ds _
V=g < 8t
Kecepatan pada t = 5 detik adalah:
v = 8t
= 8.5 = 40 m/det
_ av _
b. a= dt =8

Jadi, percepatan pada t = 5 detik adalah 8 m/detik?.

Jarak s meter yang ditempuh dalam waktu t detik yang dinyatakan dengan rumus
s=3t2- 6t +5.

a. Hitunglah kecepatan pada saatt = 3.
b. Tentukan percepatannya pada waktu yang sama.

Penyelesaian
a. s=3t2-6t+5

- Os _

Kecepatan pada t = 3 detik adalah:

V=2061t-6
= 6-3-6 = 12m/det
_ av _

b. a= e 6
Jadi, percepatan pada t = 3 detik adalah a = 6 m/detik?.
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Teorema L'Hopital

Penggunaan turunan untuk menghitung bentuk-bentuk tak tentu limit fungsi dikenal
sebagai Teorema L'Hopital. Misal f(x) dan g(x) adalah fungsi-fungsi yang diferensiabel.

f(x)

Jika 9" # 0 untuk setiap x # a dan jika Iimﬂ mempunyai bentuk % atau = pada x =
X—a g X oo

a maka:

lim f(X):Iim e , dengan catatan lim O

- —— ada
x—a g(x) x->a (X) x-a g (X)

Apabila Iim% masih mempunyai bentuk tak tentu. Diteruskan dengan menggunakan
x=a (X

turunan kedua lim-9 = fim ) —

— ... dan seterusnya. Sehingga diperoleh nilai limitnya.
x—a g(x) x-a g (X)

Contoh soal

Hitunglah limit berikut menggunakan teorema L'Hopital.

. sinbx
a. lim

x—0 X

. X7-1
b. lim

x—1 X—l

Penyelesaian

. sinbx _ .. 5cosbx _ _.. cosbx
a. lim = lim = 5lim
Xx—0 X x—0 1 x—0 1
- 5.cosO _ E >
1 1
X7 -1 7X 7-1
b. 1 = lim— = —
x—1 X_]_ x—1 ]_ ]_
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8.8

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1.

Jarak suatu benda yang bergerak dinyatakan dengan s = 2t2 — 3, sdalam meter
dan t dalam detik.

a. Carilah kecepatannya pada t = 5 detik.

b. Carilah percepatannya pada t = 5 detik

Sebuah benda bergerak menurut lintasan sepanjang s meter pada waktu t detik
dan dirumuskan dengan s = t3 — 6t.

a. Carilah besarnya kecepatan dan percepatan benda sebagai fungsi t.

b. Hitunglah besarnya kecepatan dan percepatan benda pada saat t = 2 detik.

Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus dirumuskan s= 16 — 2t2 + t® dimana
sdalam meter dan t dalam detik. Tentukan nilai berikut:

a. panjang lintasan padat=2dant=4,

b. rumus kecepatan dan percepatan,

c. kecepatan padat = 2 dan percepatan padat = 3,
d. kecepatan pada waktu percepatannya = 0.

Sebuah benda diluncurkan ke bawah pada suatu permukaan yang miring dengan

persamaan gerak s = t* — 6t + 12t + 1. Tentukan waktu yang dibutuhkan agar
percepatan benda 48 m/det?.

Dengan teorema L'Hopital hitunglah limit-limit fungsi berikut.

. X+3 . 2—-2c0s2X
a. lim > b. lim————
x=>-3 X =90 x—0 X2

Jika diketahui fungsi f(x), maka turunan pertamanya didefinisikan:
yon _ i F(X+h)y—=f(x)
o9 = fim—p
Turunan dari f(x) = x", adalah f'(x) =nx""!, ne R
f(x) = ax", adalah f’(x) = anx"~% akonstan, n € R
Jika kurva y = f(x), maka gradien garis singgung kurva tersebut di x = a adalah:
v _ 1 Fa+h)y—f(a)
Fa=in—
Persamaan garis singgung dari kurva y = f(x) melalui (x , y,) adalah:
(y-y) =mx-x)atau (y-y,) = f'(x) (x-x)
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4. Rumus-rumus turunan fungsi aljabar:
a. Jikay=u+v,makay =u +Vv
b. Jikay=u-v,maka y'=u -V
c. Jikay=uv, makay =u'v+uv

uv-uw
V2
e. Jikay=u" makay =nu'-!u, di mana u = f(xX)

d. Jikay= % makay' =

5. Turunan fungsi trigonometri
a. Jikay=sin x, makay' = cos X
b. Jikay = cos x, makay' = -sin x

6. Fungsi f(x) dikatakan naik jika f’(x) > 0, dan fungsi f(x) dikatakan turun jika
f’(x) <0.

7. Fungsi f(x) dikatakan stasioner jika f’(x) =0
Jenis titik stasioner ada 3 yaitu:
a. titik balik maksimum,
b. titik balik minimum, dan
c. titik belok horizontal.

8. Untuk menggambar grafik y = f(x) dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut.
a. Menentukan titik-titik potong grafik fungsi dengan sumbu-sumbu koordinat.
b. Menentukan titik-titik stasioner dan jenisnya.
c. Menentukan titik-titik bantu (menentukan nilai y untuk x besar positif dan
untuk x besar negatif).

9. Turunan kedua dari suatu fungsi y = f(x) adalah turunan dari turunan pertama
dan diberi lambang:

d’ d2f
YEEME G Ty

d?  dx?
10. Dari suatu lintasan s = f(t), maka berlaku:

kecepatan = v = %

d2s _ dv

percepatan = a= gz - dt
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Pilih salah satu jawaban yang paling tepat.
Jika diketahui f(x) = 3x® — 2x% — 5x + 8, nilai dari f’(2) adalah ....

a. 13 d. 33
b. 21 e. 49
c. 23

Turunan dari f(x) = % adalah f'(x) = ....

-3 3
& YU d. XX
-3 6
b. 2XJX €. XJX
-3
C. AXJX
Diketahui fungsi h(x) = X2 + 3x, maka h(i + t) — h(t) adalah ....
a. 2i+3 d t2+3t
b. 2t+4 e. t2+5t
c. 5t

Rumus untuk f’(x) jika f(x) = x — x? adalah ....

a. 1-x d x-x
b. 1-2x e. X-2%
c. 1-2¢

Fungsi f(X) = x® = 6x2 + 9x + 2 turun untuk ....
a. 2<x<6 d. O0<x<2
b. 1<x<4 e. 1<x<2
e. 1<x<3

Grafik dari f(x) = x® — x2 — 12x + 10 naik untuk interval ....
a. 3<x<-2 d. x<2ataux>-3

b. -2<x<3 e. x<-3ataux>-2
C. X<-2ataux>3

Grafik fungsi f(x) = x (6 — X)? akan naik dalam interval ....
a. x<O0Oataux>6 d. x>6

b. 0<x<6 e. X<6

e. X<2ataux>6
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8. Fungsi f yang dirumuskan dengan f(x) = x® — 6x? + 9x + 2 turun pada interval ....

a. —-1<x<2 d 1<x<0
b. 2<x<1 e. 1<x<4
e. 1<x<3
9. Titik-titik stasioner dari kurva 'y = x® — 3x2 — 9x + 10 adalah ....
a. (-1,15)dan (3,-17) d. (1,-1)dan (3,-17)

b. (-1, 15) dan (-3, -17) e. (3,-17)dan (-2, 8)
c. (1,-1)dan (-3,-17)
10. Persamaan garis singgung kurva y = x? — 4x di titik yang absisnya 1 adalah ....
a. Xx—-y-2=0 d x+2y+1=0
b. x+y+2=0 e. 2x—-2y+1=0
C. 2x+y+1=0

11. Persamaan garis singgung kurva y = X2 — 4 yang tegak lurus garis x—2y + 4 =0 adalah ....

a. 2x+y+5=0 d x+y+2=0
b. x+2y+5=0 e. 2x-y-5=0
C. Xx-2y-5=0

12. Turunan dari f(x) = 2 sin 5x adalah f’(x) = ....
a. 2 cos 5x d. 5 cos 5x
b. 10 cos 5x e. —2 cos 5x

c. —10 cos 5x

13. Jika f(x) = sin? x, maka nilai x yang memenuhi f’(x) = % adalah ....

T

a. d. 6
n Ea

b. 3 e 17
Fid

C. 4

14. Jika f(X) = 2 sin X + cos X, maka f’(%) = ...

a. -1 d -2

b. 2 e. 0

c. 1

R | dy _

15. Jika'y = cos X,maka ax =
a. =3sin 3 d. -3 sin 3
X X2 X

_2 spn 3 2 oin 3

b. 3smX e. 3smX

C. 3 sin 3
X2 X
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16.

17.

18.

19.

20.

Fungsi f(x) yang ditentukan oleh f(x) = (x* — 1)? dalam interval -1 < x < 1 mempunyai
nilai minimum dan maksimum berturut-turut adalah ....

a. —4dan0 d. 0dan?2
b. -1dan2 e. 0dan4
c. 2dan4

Fungsi f(x) yang ditentukan oleh f(x) = x@ + ax?> + 9x — 8 mempunyai nilai stasioner
untuk x = 1. Nilai aadalah ....

a. -6 d 2

b. -4

c. -2

Nilai maksimum dariy = x® — 3x + 2, pada interval -2 < x < 2 adalah ....
a. 6 d. 3

b. 5 e. 2

c. 4

Jumlah dua bilangan x dan y adalah 96. Jika x®y maksimum maka nilai x adalah ....
a. 30 d 20

b. 25 e. 15

c. 24

Diketahui keliling suatu persegi panjang (2x + 20) cm dan lebarnya (8 — X) cm. Agar
luas persegi panjang maksimum maka panjangnya adalah ....

a. 3cm C. 4% cm

b. 3% cm d. 9cm

c. 10cm

. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.

Tentukan turunan fungsi di bawah ini pada titik yang diberikan.
a. f(x)=x3+4x—-1padatitikx=0danx=1

X + 1 1
b. f(x) = 7\/; pada x = 1 danx=1
Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut
3
a. y=2x2-3x- 2

b. y=3x(+ 2X)
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260

C. y=(3x+4)?

d. y= (\&+%)2

Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut.
a. y= (4% +5x) (2x*-6x+ 1)

o y= (4 Jweran
c. f(x)=(c+8)

d. f(x) = 3/x* —-2x+3

Tentukan turunan pertama dari fungsi-fungsi trigonometri berikut.
a. f(x) =cos (@ +1)

b. f(x) = 6 cosec x

_Cos X
c. f(x)= 1 + sin X

d. f(x) = x? sec x

Suatu fungsi didefinisikan oleh f(x) = x® — 2x2 — px — 5. Jika fungsi itu memiliki nilai
stasioner untuk x = 5, tentukan:

a. nilaip;
b. nilai stasioner untuk fungsi f(x);
c. titik stasionernya.

Tentukan titik stasioner dan jenisnya dari fungsi f(x) = 2x3 + 3x* — 12x + 6.
Gambarlah kurvay = (x — 1)? (x + 2).

Carilah persamaan garis singgung pada kurva y = x2 — 5x + 7 yang tegak lurus garis
X+ 3y=09.

Tentukan bilangan cacah yang jumlahnya 16 agar hasil kali salah satu dengan kuadrat
bilangan lainnya menjadi maksimum.

Suatu persegi panjang diketahui keliling = (2x + 24) cm dan lebar = (8 — X) cm. Agar
luasnya maksimum, hitunglah panjang, lebar, dan luas persegi panjang.
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Glosarium

e Akar rasional : akar suatu persamaan yang bernilai positif. 162

e Algoritma : prosedur atau rumus perhitungan untuk menyelesaikan suatu bentuk
persoalan. 145

e Aljabar : membahas struktur dari operasi-operasi pertambahan, perkalian, pemecahan,
persamaan dan perangkat-perangkat aksioma. 180, 223

e Bimodal : suatu data yang mempunyai dua modus. 27

e Binomial : suku dua 68, 69

» Desil : membagi datayang telah diurutkan menjadi sepuluh bagian yang samabesar. 32
e Devias standar : akar dari jumlah kuadrat deviasi dibagi banyaknya data. 39

e Diagram batang daun : diagram yang terdiri dari batang dan daun. Batang memuat
angka puluhan dan daun memuat angka satuan. 8

e Diagram batang : diagram berbentuk batang-batang tegak atau mendatar dan sama
lebar dengan batang-batang terpisah untuk menggambarkan perkembangan nilai suatu
objek penelitian dalam kurun waktu tertentu. 7

e Diagram cartesius : diagram yang menggunakan dua buah sumbu yang berpotongan
tegak lurusdi titik asal 0. 173

e Diagramgaris: diagram berbentuk garisyang digunakan untuk menyajikan data statistik
yang diperoleh berdasarkan pengamatan dari waktu ke waktu secara berurutan. 5

e Diagram kotak garis : diagram berupa kotak dan garis untuk menggambarkan data
terkecil, data terbesar, Q,,Q,, dan Q,. 9

e Diagram lingkaran : gambar berbentuk lingkaran untuk menygjikan data statistik. 6
e Domain : daerah asal. 174

e Faktorial : perkalian suatu bilangan dengan bilangan-bilangnalainnyayang lebih kecil
hinggaangka 1. 58

e Frekuens harapan : banyaknyakejadian dikalikan dengan peluang kejadian itu. 72

e Fungs linear : fungs yang ditentukan oleh f(x) = ax + b, di mana a dan b bilangan
konstan, dan grafiknyaberupagarislurus. 175

e Fungs : relas duahimpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota padahimpunan
A dengan tepat satu anggota himpunan B. 173

e Garis singgung lingkaran: garis yang menyentuh suatu titik pada keliling lingkaran.
127

e Gradien: kemiringan. 128, 129, 133, 134, 237, 238
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e Histogram: diagram frekuensi yang berbentuk batang berimpit. 14
e Horner : caramenentukan nilai suku banyak dengan skema. 146

* Invers: pengingkaran dari suatu fungsi. 187

e Jangkauan : selisih nilai terbesar dan nilai terkecil. 31

» Jari-jari lingkaran : jarak antaratitik pusat lingkaran dengan setiap titik padakedlilingnya.
117,119

* Kodomain : daerah kawan. 174

e Kombinasi : susunan yang mungkin dari unsur-unsur yang berbeda dengan tidak
memperhatikan urutannya. 57, 66

e Korespondensi satu-satu : relasi yang memasangkan setiap domain dengan tepat satu
kodomain dan tidak ada domain yang tidak mendapatkan pasangan. 187

e Kuadrat : bilangan-bilangan yang dikalikan bilangan-bilangan itu sendiri. 151, 155
e Kuartil : membagi datayang telah diurutkan menjadi empat bagian yang samabanyak. 29

e Lingkaran : bangun di mana setiap titik pada kelilingnya mempunyai jarak yang sama
dari pusatnya.117

* Mean : ratarrata hitung. 19

e Median : nilai tengah yang telah diurutkan. 24

e Modus: nilai yang paling sering muncul. 27

e Multimodal : suatu data yang mempunyai lebih dari satu modus. 27
e QOgive: kurvafrekuens kumulatif. 17

* Peuang: kemungkinan munculnyasuatu kejadian. 72

e Pemetaan : (= fungsi), relasi duahimpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota
pada himpunan A dengan tepat satu anggota himpunan B

e Permutasi : susunan yang mungkin dari unsur-unsur yang berbeda dengan memperhatikan
urutannya. 57, 60

e Persentil : Membagi datayang telah diurutkan menjadi 100 bagian yang sama. 33, 34
» Paligon : diagram yang diperoleh dari menghubungkan titik-titik tengah dari histogram. 15
e Populas : keseluruhan objek penelitian 72

e Range: hasil. 37, 174

* Relas : memasangkan anggota himpunan satu ke himpunan lain. 173

o Sampel : sebagian dari objek penelitian yang dianggap mewakili keadaan populasi objek
penelitian 72

»  Segitiga Pascal : bilangan-bilangan yang disusun membentuk segitigayang mempunyai
polatertentu. 68
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Simpangan rata-rata (devias rata-rata) : nilai rata-rata dari selisih setiap data dengan
nilai rataan hitung. 38

Statistika : cabang dari matematikaterapan yang mempunyai cara-caramengumpulkan
dan menyusun data, mengol ah dan menganalisis data sertamenyajikan datadalam bentuk
kurvaatau diagram, menarik kesimpulan, menafsirkan parameter dan menguiji hipotesa
yang didasarkan pada hasil pengolahan data. 5

Suku banyak : suatu bentuk yang memuat variabel berpangkat. 145

Titik sampel : setiap hasil yang mungkin terjadi pada suatu percobaan. 72
Trigonometri : ilmu ukur mengenai sudut dan sempadan segitiga. 99, 106, 205
Turunan : lgju perubahan suatu fungsi terhadap perubahan peubahnya. 223, 226, 228, 233
Uni modal : suatu data yang mempunyai satu modus. 27

Varians : kuadrat dari simpangan baku 45
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e ° . dergjat 6, 7,90, 94-100

e nP, . permutasi dari n unsur diambil r unsur 58, 59, 64, 78

* nC, : kombinasi dari n unsur yang berbeda dengan setiap pengambilan dengan r
unsur 64, 65, 79

« P(A) . peluang dari suatu kejadian A 7074, 76, 77, 79

e m . gradien 123,126,127,131, 132, 135, 235, 236

o XN . Xberdergatn 143, 145, 163, 223

e € . elemen (anggota) 171,176

o . tidek samadengan 77,79, 94, 95, 143, 176, 186, 192

e AC . komplemenA 68, 74,75

. . : (dot), perkaliansakelar 21,22, 39, 41, 105, 160, 164

e X . (cross), perkaianvektor 77,79,179

< | . hargamutlak 38, 39,45, 175

e f1 . fungsi inversdari f 185, 186, 187, 189, 190

o limf(x): limitfungs jikax mendekatia 198, 206

X—a

. tak berhingga 198-203, 214

- > lebihdari 121-124, 135, 238

e < kurangdari 41,45,121, 123,135,173, 175, 221

¢ < kurang dari atau samadengan 14, 16, 18, 72,79, 173, 175, 221

o« > lebih dari atau samadengan 14, 16, 18, 41, 45, 175

> . jumlahdata 19-22, 3842, 44-46, 66, 67

e X . rataan hitung 19-21, 39, 40, 44, 45

* Me . (median), nilai tengah suatu datayang telah diurutkan 24, 25

« Mo : (modus), nilai yang paling sering muncul 27, 28

e Q . (kuartil), membagi data menjadi empat bagian yang samabanyak 9, 10,
29-31,44

e S . simpangan baku 39-41, 45

e §?2 . variansi 42

e nl . faktoria 56, 58,59, 61,62, 78

e N ooirisan 75-77,79

e U . (union), gabungan 75-77,79
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J . akar dari kuadrat 40-42,93-95,101-103, 107, 115-118, 120, 131, 132,
134, 200-202, 204

% . persen 6,7

Z ©osudut 8,7

T : phi 88,98,102,103

Sn : jumlahnsuku 207

sn : sinus 87, 88, 89, 90-107, 208-213, 231-234
cos . cosinus 87,88, 89, 90-107, 208-213, 231-234
tan . tangen 87,89, 90-107, 208-213, 231-234
cot . cotangen 211,233

sec : secan 233, 234

cosec : cosecan 232

f'(x) . turunan pertamadari fungsi f(x) 221, 230, 240-243, 250, 252, 253
' (x) : turunan keduadari fungsi f'(x) 249, 253
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Evaluas Bab 1 Statistika

I. 1. B 3 A 5 C 7. C 9. B nc 13B 15D
17. E 19.D

1. K endaraan

R T,

1
1
T+
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

S

06.00 08.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00

b. 20 kendaraan

3. a 15siswa

5. Mo =16,49

7. Me =63

9. a Statistik limaserangkainyaadalah 40, 46,17, 49,5, 53, 61
b. Hamparan (H) =6, 83

Evaluasi Bab 2 Peluang

I. 1. B 3. E 5 C 7. B 9.D n.B 13 E 15.D
17.D 19.D

1. a 7 b. 40

6
3. 5
7
5. 36
7. b. n=7

9. Koefisien suku ke-5 =-280.
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Evaluasi Bab 3 Trigonometri

. 1. A 3D 5 A 7.C 9 E 1D 13A 15B
17.B 19.D
.
L &3
LA
3 a = (V2) b = (V3-V2)
2 2
t 1 A-B
sinA -sinB anE( ~-B)
5. & s¢nA+snB tan%(A+B)
Penyelesaian ruas kiri
2 1 A+B)s 1 A-B
snA —sinB cosE( + )smé( —-B)
SnA+snB 5 gn 1AL B)cosi(A—B)
2 2
1 1
cos-(A+B) sin-(A-B
_os5(A+B) snS(A-B)
1 1
sin =(A+B) cos=(A-B
,(A+B) ,(A=B)
1 1 tanE(A—B)
=cot =(A+B)- tan = (A—B) =f—
2 2 tanE(A+B)
Terbukti ruas kiri sama dengan ruas kanan.
5 sin 3A+sinA — tan 2A
" cos3A+cosA
Penyelesaian ruaskiri
1 1
Sn3A+sinA 29n5(3A+A) cosE(BA—A)
cos 3A+CosA 2cos % (3A+ A) cos % (BA-A)
1 1
sin=-4A cos=-2A ;
_ 2 2 _ sin2A — tan 2A
1 cos 2A

cos1 -4A cos =-2A
2 2

Terbukti ruas kiri sama dengan ruas kanan.
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7. a cosA = ./0,875 b. snA =,/0,125

1
9. cosAsnB = E

Evaluasi Bab 4 Lingkaran
I. 1. C 3.D 5. D 7. A 9. D 1nCc 13A 15.C
.
1. a xX+y?’—4x+2y+1=0 o X*—4x+4-4+y>+2y+1=0
& X=22%2+(y+1)32%=4
Pusat (2,-1) danr =2
Pusat (-1,2) danr =3
Pusat O(0, 0), jari-jari 6 = persamaan lingkaran: x2 + y? = 36
Pusat A(-2,5) = x*+y?+4x—-10y +29=0
Pusat B(3, 4) = x?+y?—6x+8y—-11=0
r=>5,pusat (0,0) = (x—=0)2+ (y—0)?=r2
S X+y =5 o x¥*+y*=25
r=rs5y2,pusat (0,0) = x*+y2="50
7. a. x=5padagarissinggung, makay = +4
Persamaan garis singgung: x,x +y,y =41 < 5x + 4y = 41 atau 5x — 4y = 41
b. Sejgjar garis3x + 3y =10 = m, =-1, agar sgjgjar makam, =-1
Persamaan garis singgung: y = mx = ry1+m? < y=-x+ 82.
c. Tegaklurus3x—6y=8 = m= % agar tegak lurus makam, - m, = -1 atau

»p 0 o T

=

m, = —2. Persamaan garis singgung: y = —2x ++/205.
9. Tegak lurusgaris3x+y +3=0, makax—3y—-18=0ataux —3y + 22=0.

Evaluas Bab 5 Suku Banyak
I. 1. B 3 A 5 D 7. E 9. A 1. B 13. E 15.C
1.
1. fX)=xx+)x-2)(x+3) & x*+2x*-5x—6

a. Dergat sukunya3

b. Koefisien variabel x® adalah 1, x? adalah 2, x adalah -5

c. Suku tetapnya—6
3 -1|1 -3 1 -3

-1 4 -5

1 -4 5[8]

Hasil bagi x> —4x + 5 dan sisa-8
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5. f(x) = 2x® + 5x2 — 4x + p habis dibagi x + 1
f(-1) = 2(-1)%+5(-1)>—4(-1) +p
0 =7+p = p=—7
7. Sisa6x+8
9. f(X)=x*=-5x+2px2+x+1
f(-1) = (-1)*-5(-1)*+ 2p(-1)?+ (-1) +1 = p=-3

1 HP={-%,-3,1}
13, x*+3x3+x2+x —p dibagi x —2tersisa-19 = p = 33

15 2 -2="C9 -5
a 2
c_-18 _
b. 2= - 9
-d _ -36 _
C. ? = = 18

Evaluasi Bab 6 Komposisi Fungsi dan Invers Fungsi
. 1. B 3. C 5 C 7. A 9. C 11.B 13.C 15D
.
1. a. Yang merupakan fungsi (a) dan (d)
b. fungs (a) domain={1, 2, 3, 4}, kodomain ={a, b, c, d}, range={a, c, d}
fungsi (d) domain={1, 2, 3, 4}, kodomain ={a, b, c, d}, range ={b, d}

3. a 2%%+3 c. 5
b. 2x*+8x+9 d 1
X -9 X =5
5. a 6 C. T
X -2 2
b. T d. —5

Evaluasi Bab 7 Limit Fungs

. 1. C 3. D 5. B 7. E 9. B n.B 183D 15D
17.B 19.A

1 1 b E 1
a > c
3 4 b. 4 —E
a c >
5 a 3 c. O e. 1
1
b. \/E d E
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Evaluasi Bab 8 Turunan Fungsi
. 1. C 3 A 5 E 7R 9 A 11.A 13C 15 E
17. A 19.C

1. fX)=x+4x-1= f'(x)=3x2+4
f(0) =4 danf(1) =7
3. a Yy =323-42x2-2x +5
432 30
b Y= %
c. f'(x)=24x (x> + 84
2X—2
f. f'X)= —F/——=
) 3-3(x* —2x+3)?
5. a p=5t5
b. 345
c. (5,345

7. Grdfik: YA

14 y=Kx-1)7(x+2)

2.4

(_21 0)

9. Odan16
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A

akar rasional 162
agoritma 145
ajabar 180, 223

B

bataskelas 13
bimoda 27
binomial newton 68

C
cosinus 89
cosinus sudut ganda 94

D

desil 32

deviasi rata-rata 38

deviasi standar 39

diagram batang 7
daun 8

diagram cartesius 173

diagramgaris 5

diagram kotak garis 9

diagramlingkaran 6

diagram panah 173

distribusi frekuensi 12

domain 174

E
ekstrimfungsi 249, 251

F

faktorial 58

frekuensi harapan 75

fungs 173
bijektif 179
ganjil 178
genap 178
identitas 176
injektif 178
konstan 175
kuadrat 175
linear 175
modulus 177
naik 240
surjektif 179
tangga 177
turun 240
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Indeks

G

garissinggung lingkaran 127

garissinggung kutub 131

gradien128, 129, 133, 135,
237, 238

H

hargamutlak 177
histogram 14
horner 146

|
interval 13,240, 248
invers 187

J
jangkauan 31
jari-jari lingkaran 117,119

K
kecepatan 252
kodomain 174
kombinas 57, 66
koordinat cartesius 89
korespondensi 173
satu-satu 187
kuadrat 151, 155
kuartil 29

L

lebar kelas 13
limitfungs 199, 201
lingkaran 117
luasjuring 211

M

mean 19
median 24
modus 27
multimodal 27

N
nilai kecepatan 252
nila maksmum 248, 249
nilal minimum 248
(@)
ogive 16
naik 17
turun 17

P

peluang 72

percepatan 252

permutasi 57, 60
siklis 64

persentil 33,34

poligon 15

pusat lingkaran 117

R

range 37,174
relas 173

rumus cosinus 89
rumussinus 90
rumustangen 92

S

segitigapascal 68
sinus 90

sinus sudut ganda 93
stasioner 241
statistika 5

substitusi 145

suku banyak 145

-
tabel logaritma 101
tangen 91
tangen sudut ganda 94
teoremafaktor 157, 161
teoremasisa 155, 159, 160
tepi kelas 13
titik belok horizontal 247
titik stasioner 242
titik tengah 13
trigonometri 101, 106, 205
turunan 223, 226, 228,233
kedua 251
pertama 251, 252

U
uni modal 27

Vv
varians 42



Belajar matematika bisa mudah dan mengasyikkan.

Sebagai ilmu universal, matematika memiliki peran
penting dalam perkembangan teknologi modern.
Kamu tentu tidak ingin ketinggalan zaman, maka
penguasaan konsep matematika menjadi
kebutuhanmu.

Apayang akan kamu pelajari dalam buku ini?
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aspek-aspek matematika yang meliputi logika, aljabar,
geometri, trigonometri, kalkulus, statistika, dan
peluang yang dapat kamu pahami dengan mudah dan
mengasyikkan.

Dengan mempelajari buku ini, kamu akan mampu
mengaplikasikan pemahamanmu untuk memecahkan
masalah dengan pendekatan matematika dalam
kehidupan. Dengan bekal pembelajaran matematika
dari buku ini, kamu diharapkan mampu berpikir logis,
analitis, sistematis, kritis, dan kreatif dalam
menghadapi keadaan zaman yang selalu berubah,
tidak pasti, dan kompetitif.
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