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BAB I
INTEGRAL

A. INTEGRAL TENTU DAN INTEGRAL TAK TENTU

Integral adalah kebalikan dari turunan (diferensial). Oleh karena itu integral disebut juga anti diferensial. Ada 2 macam integral, yaitu integral tentu dan integral tak tentu. Integral tentu yaitu integral yang nilainya tertentu, sedangkan integral tak tentu, yaitu integral yang nilainya tak tentu. Pada integral tentu ada batas bawah dan batas atas yang nanti berguna untuk menentukan nilai integral tersebut. Kegunaan integral dalam kehidupan sehari-hari banyak sekali, diantaranya menentukan luas suatu bidang, menentukan voluem benda putar, menentukan panjang busur dan sebagainya. Integral tidak hanya dipergunakan di matematika saja. Banyak bidang lain yang menggunakan integral, seperti ekonomi, fisika, biologi, teknik dan masih banyak lagi disiplin ilmu yang lain yang mempergunakannya.

1. INTEGRAL TAK TENTU

Karena integral merupakan kebalikan (invers) dari turunan, maka untuk menemukan rumus integral kita beranjak dari turunan. Turunan suatu fungsi y = f(x) adalah y ‘ = f ‘ (x) atau 
[image: image737.bmp], sedangkan notasi integral dari suatu fungsi y = f(x) adalah 
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 yang dibaca “ integral y terhadap x ”. 

Turunan suatu fungsi konstan adalah 0 atau integral 0 adalah suatu fungsi konstan, biasanya diwakili oleh notasi c.
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Contoh 1 : 
Tentukan :
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Penyelesaian :
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LATIHAN SOAL
1. Integralkan !
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2. PEMAKAIAN INTEGRAL TAK TENTU

Pada integral tak tentu terdapat nilai konstanta c yang tidak tentu nilainya. Untuk menentukan fungsi f dari suatu fungsi turunan, maka harus ada data yang lain sehingga harga c dapat diketahui.

Contoh 1  :
Diketahui f ‘(x) = 5x – 3 dan f(2) = 18. Tentukan f(x) !

Penyelesaian :
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Jadi  
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Contoh 2
: Jika gradien garis singgung di titik (x,y) pada sebuah kurva yang melalui titik (3,4) ditentukan 
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, maka tentukan persamaan kurva tersebut !

Penyelesaian :
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Jadi f(x) = 
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LATIHAN SOAL
1. Tentukan rumus f(x) jika diketahui :

a. f ‘(x) = 2x dan f(4) = 10

b. f ‘(x) = 8x – 3 dan f(-1) = 10

c. f ‘(x) = 
[image: image20.wmf]2

2
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x

x
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 dan f(1) = 
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d. f ‘(x) = x - 
[image: image22.wmf]x

 dan f(4) = -3

e. f ‘(x) = 1 - 
[image: image23.wmf]2
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 dan f(4) = 1

2. Diketahui titik (3,2) terletak pada kurva dan gradien garis singgung di titik (x,y) pada kurva tersebut didefinisikan 2x – 3. Tentukan persamaan kurva tersebut !

3. Gradien suatu kurva pada setiap titik (x,y) ditentukan oleh 
[image: image24.wmf]x
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 dan kurva itu melalui titik (-3,2). Tentukan persamaan kurva itu !

4. Kecepatan suatu benda bergerak dinyatakan oleh 
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. Setelah benda itu bergerak 1 detik, jarak yang ditempuh 4 m. Tentukan persamaan gerak dari benda itu !

5. Diketahui rumus percepatan a(t)=
[image: image26.wmf]1
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 dan kecepatan v(0) = 6. Tentukanlah rumus kecepatan v(t) jika a(t)=
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3. INTEGRAL FUNGSI TRIGONOMETRI

Kita telah mempelajari turunan fungsi trigonometri yang secara ringkas dapat digambarkan sebagai berikut :
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[image: image30.wmf]®

 artinya turunan.

Karena integral adalah invers dari turunan maka :

[image: image31.png]Dari ;i (sin x) = cos x diperoleh Icosx dx =sinx+c
ax

Dari ;i (cos x) = —sin x diperoleh [sinx dx = —cos x + ¢
ax

Dari ;i (tan x) = sec’x diperoleh [sec?x = tan x + ¢
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Contoh 1
:
Tentukan :
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Penyelesaian :
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LATIHAN SOAL
1. Tentukan integral fungsi berikut !
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4. INTEGRAL DENGAN SUBSTITUSI 

Cara menentukan integral dengan menggunakan cara substitusi-1 yaitu dengan mengubah bentuk integral tersebut ke bentuk lain dengan notasi lain yang lebih sederhana sehingga mudah menyelesaikannya. Cara ini digunakan jika bagian yang satu ada kaitan turunan dari bagian yang lain.


Contoh 1 :
Tentukan integral dari :
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Penyelesaian : 


a. Misal 
:
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Sehingga :
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   b. Misal
u = sin x  
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LATIHAN SOAL
Tentukan integral dari fungsi –fungsi berikut dengan menggunakan metode substitusi !
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5. INTEGRAL PARSIAL

Bagaimana jika dua bagian pada suatu integral tidak ada kaitan turunan antara bagian yang satu dengan bagian lainnya ? Untuk itu perlu ada cara lain untuk menyelesaikannya yaitu dengan integral parsial.

Seperti telah kita ketahui pada turunan jika y = uv maka y ‘ =u ’ v + uv ’. Jika kita integralkan kedua rua, maka akan didapat :
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Rumus di atas sering disingkat dengan :
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Contoh 1 : 
Tentukan :
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Penyelesaian :
a. Misal 2x = u maka 2 dx = du



    Misal dv = 
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b. Misal x = u maka dx = du



    Misal dv = sin x dx maka v = -cos x
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LATIHAN SOAL
Tentukan integral berikut dengan metode parsial !
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6. INTEGRAL TENTU

Perhatikan gambar di bawah ini :
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Dari (1)  maka :
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Jadi :   
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Contoh 1 : 
Hitunglah 
[image: image65.wmf]ò

+

-

3

1

2

)

1

3

(

dx

x

x


Penyelesaian:
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LATIHAN  SOAL
1. Tentukan nilai integral di bawah ini :
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2. Tentukan nilai a jika diketahui :
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3. Tentukan a jika 
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4. Tunjukkan dengan arsiran, luas daerah yang dinyatakan dengan integral berikut :
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5. Tentukan nilai integral dari :
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6. Tentukan nilai integral berikut ini :
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B. LUAS DAN VOLUME BENDA PUTAR

1. DAERAH ANTARA BEBERAPA KURVA

Daerah antara dua kurva yaitu daerah yang dibatasi oleh dua kurva tersebut dengan selang batas tertentu. Selang batas tersebut bisa batas yang ditentukan atau titik potong kedua kurva tersebut.

Contoh 1 : Lukislah daerah antara garis y = x dan kurva 
[image: image73.wmf]2

x

y
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 !

[image: image736.bmp]
Penyelesaian :                                               

LATIHAN SOAL
Lukislah daerah antara beberapa kurva di bawah ini :
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2. LUAS DAERAH ANTARA KURVA DAN SUMBU KOORDINAT

Luas daerah antara kurva y = f(x) dengan sumbu koordinat X pada selang 
[image: image75.wmf]b
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 dimana 
daerahnya ada di atas atau di bawah sumbu X adalah :
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Begitupun untuk daerah dengan batas sumbu koordinat Y, yaitu : 
[image: image77.wmf]ò
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Contoh 1 :  Tentukan luas daerah antara kurva y = 
[image: image78.wmf]3
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, sumbu X , x = -1 dan x = 1 !

Penyelesaian :                                             Y

                                          -1                 0                     1            X     
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LATIHAN SOAL

1. Tentukan luas daerah  yang diarsir pada gambar di bawah ini :

a.                       Y               


b.                       Y 

                                          y = x + 2                                                         y = 
[image: image80.wmf]2

x

 

                       2

                                                      X                                                                                           X                                                   

                 -2     0        2                                                                      0                  3 
                                     Y              y = 
[image: image81.wmf]3

x

  

c. 

                                                                    X

                  -4                                     4

2. Tentukan luas daerah antara kurva berikut dan sumbu koordinat atau garis yang ditentukan :

a. 
[image: image82.wmf]1
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, sumbu X,  x = -2 dan x = 3

b. 
[image: image83.wmf]2
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, sumbu X,  x = 0 dan x = 2

c. 
[image: image84.wmf]1
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 dan sumbu X

d. 
[image: image85.wmf]2

8

x

x

y

-

=

, sumbu X dan x = 4

e. 
[image: image86.wmf]3
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, sumbu X,  x = -1 dan x = 3

f. 
[image: image87.wmf]x

y

=

, sumbu X,  x = 1 dan x = 4

3. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva 
[image: image88.wmf]2
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, sumbu X,  x = -1 dan  x = 3

3. LUAS ANTARA DUA KURVA

Untuk menentukan luas daerah antara dua kurva, kita berdasarkan luas antara kurva dan sumbu koordinat.

Perhatikan gambar di bawah ini :


        Y                                    y = f(x)        

                                              y = g(x)

                 0          a                  b                          X   


Luas daerah yang diarsir adalah :
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Jadi : 
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Contoh 1: Tentukan luas daerah antara kurva 
[image: image91.wmf]x
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Penyelesaian :

Titik potong kedua kurva yaitu :
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LATIHAN SOAL
1. Hitunglah luas daerah yang diarsir pada gambar di bawah ini :

a. 






b.                                   

                       Y                y = 2x                                      y = 
[image: image94.wmf]2

x

                Y

                                                             Y = x

                                 0        2            X                                                                                                X

                                                                                                        y = x        0               1
2. Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh dua kurva berikut :
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4. VOLUME BENDA PUTAR

4.1 VOLUME BENDA PUTAR ANTARA KURVA DAN SUMBU KOORDINAT

             Y  


                                                                          y = f(x) 

             0                                                                      X    

                       a                                        b


Volume benda putar yang dibatasi oleh kurva y = f(x), x = a, x = b dan sumbu X yang diputar sejauh 
[image: image96.wmf]o
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 mengelilingi sumbu X adalah : 
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Begitu juga pada kurva x = f(y) yang diputar mengelilingi sumbu Y sejauh 
[image: image98.wmf]o
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 dan dibatasi oleh y = a, y = b, sumbu Y dan kurva itu sendiri maka volumenya : 
[image: image99.wmf]ò
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Contoh 1  : Tentukan volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva 
[image: image100.wmf]2
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, sumbu X dan garis x = 2 diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image101.wmf]o
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Jawab 
:              Y

                               0                 2                        X 
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LATIHAN SOAL
1. Pada gambar di bawah, hitunglah volume benda putarnya jika diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image103.wmf]o

360

 !


a.                       Y               


b.                                  Y 

                                        y = x + 2                                                                           Y= 
[image: image104.wmf]2

x
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                                X                                                                                                               X                                                   

                -2        0       2                                                                         0              3 

2. Hitunglah volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva-kurva yang diketahui diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image105.wmf]o
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 !

a. y = x, x = 1 dan x = 10

b. y = 
[image: image106.wmf]2

x

, sumbu X, sumbu Y dan x = 6

c. y = 
[image: image107.wmf]x

, sumbu X, sumbu Y dan x = 9

d. y = 
[image: image108.wmf]1
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x

,  x = 0 dan x = 1

e. y = 
[image: image109.wmf]3

x

, sumbu X,  x = -3 dan x = 3

3. Hitunglah volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva-kurva yang diketahui diputar mengelilingi sumbu Y sejauh 
[image: image110.wmf]o
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 !

a. y = x dan y = 6

b. y = 
[image: image111.wmf]x

 dan y = 1

c. y = 
[image: image112.wmf]1
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Quiss : 

1. Tentukan rumus volume kerucut 
[image: image113.wmf]t
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 dari persamaan garis y = 
[image: image114.wmf]x
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 yang diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image115.wmf]o
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2. Tentukan rumus volume bola 
[image: image116.wmf]3
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 dari persamaan seperempat lingkaran 
[image: image117.wmf]2
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 yang diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image118.wmf]o

360


4.2  VOLUME BENDA PUTAR ANTARA DUA KURVA

           y                                                  y = f(x)


                                                                y = g(x)     

           0          a                                b              X 


Volume benda putar yang diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image119.wmf]o

360

 yang dibatasi oleh kurva y = f(x), y = g(x), x = a dan x = b adalah :
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Begitupun untuk benda putar yang diputar mengelilingi sumbu Y.

Contoh 1: Hitunglah isi benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva 
[image: image122.wmf]2
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 dan y = 2x diputar mengelilingi sumbu X sejauh 
[image: image123.wmf]o

360

 !

Jawab
: 
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LATIHAN SOAL
1. Hitunglah volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh dua kurva diputar sejauh 
[image: image125.wmf]o

360

 mengelilingi sumbu koordinat yang disebutkan !

a. y = x dan y = 
[image: image126.wmf]2
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 mengelilingi sumbu X

b. y = 
[image: image127.wmf]2
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 dan 
[image: image128.wmf]x
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 mengelilingi sumbu Y

c. y = 
[image: image129.wmf]2
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, y = 
[image: image130.wmf]x

,  mengelilingi sumbu Y

d. y = 
[image: image131.wmf]2
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 dan y = 
[image: image132.wmf]4
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 mengelilingi sumbu X

e. y = 
[image: image133.wmf]2
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 dan y = 
[image: image134.wmf]2
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 mengelilingi sumbu X

f. y = 
[image: image135.wmf]2
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 dan y = 
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 mengelilingi sumbu X

PROGRAM LINIER

Program linier adalah suatu metode untuk mencari nilai maksimum atau minimum dari bentuk linier pada daerah yang dibatasi oleh grafik-grafik fungsi linier.

1.
SISTEM PERTIDAKSAMAAN LINIER

[image: image137.png]A. Sistem Pertidaksamaan Linear Dua Variabel

Suatu garis dalam bidang koordinat dapat dinyatakan dengan
persamaan yang berbentuk:
ax+ay=>b
Persamaan semacam ini dinamakan persamaan linear dalam variabel

x dan y (dua variabel). Secara umum, dapat didefinisikan sebagai
persamaan linear dengan n variabel x,, x,, . . . x, dalam bentuk berikut.

a1x1+a2x2+...+anxn:b

dengan a,, a,, . . ., a, b adalah konstanta-konstanta real

Jika melibatkan lebih dari satu persamaan, maka disebut dengan sistem
persamaan linear. Dapat dituliskan sebagai berikut.

A Xy +apX, +.. . +a,x, = b1
Ay Xy + 0yXy + .o+, X = b2
a,x, +a,x,+...+a x = bn

dengan x,, x,, . . ., x, adalah variabel

.y, . .., 4, adalah konstanta real.

A7 Aqpr - o oy Ay Apps Aor - mn

Untuk saat ini, pembahasan dibatasi menjadi dua variabel saja. Untuk
pertidaksamaan linear, tanda “=" diganti dengan “<”, “<”, “2>”, “>”.
Sebagai contoh, untuk pertidaksamaan linear dua variabel dijelaskan
sebagai berikut. Misalnya, kalian menggambar garis x + y = -2 dapat

digambarkan sebagai berikut.

Gambar 2.1
Garisx+y =-2

Garis x + y = -2 membagi bidang koordinat menjadi dua daerah, yaitu
daerah x + y < -2 dan daerah x + y > -2.

Sekarang, substitusi titik sembarang, misalnya titik O(0, 0) ke persamaan
garis tersebut. Didapat, 0 + 0 = 0 > -2. Ini berarti, titik O(0, 0) berada pada
daerah x + y > -2.

Daerah x + y > -2 ini diarsir seperti pada gambar berikut.




[image: image138.png]Gambar 2.2
Dacrah penyelesaian x + y > -2

Jika daerah tersebut dibatasi untuk nilai
gambar seperti berikut.

nilai x, v < 0, maka diperoleh

Gambar 2.3

Himpunan penyelesaian sistem per-
tidaksamaan x + y> -2, x <0, dany <0

Daerah yang diarsir berupa daerah segitiga. Tampak bahwa daerah
ini merupakan himpunan penyelesaian sistem pertidaksamaan linear
x+y>-2,x<0,dany<0

Untuk selanjutnya, himpunan penyelesaian sistem pertidaksamaan
linear ini disebut daerah penyelesaian




Contoh Soal :

[image: image139.png]Tentukanlah daerah penyelesaian dari pertidaksamaan dengan
+y<3,x-3y-3< 0,danx20

Jawab:

Daerah yang diarsir berikut merupakan daerah penyelesaian dari
sistem pertidaksamaan linear x + y < 3, 2

y

-3y -3<0,dan x> 0.

x+y <3

——
4] dacrah kanan





LATIHAN SOAL

1. Lukislah garis berikut :


a). x + 2y = 6                          c). -3x + 4y = -12


b). -2x + 5y = 10                    d). 

 

2. Arsirlah daerah penyelesaian dari sistem pertidaksamaan linier :


a) 


b) 


c) 
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g) 
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h)
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ï

þ

ï

ï

ý

ü

£

³

³

+

³

+

8

8

18

10

2

y

x

y

x

y

x


i) 
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2. MENYELESAIKAN MASALAH PROGRAM LINIER


Dalam kehidupan sehari-hari sering kita dihadapkan dengan permasalahan yang berhubungan dengan nilai optimal (maksimum/minimum). Program linier mempunyai tujuan untuk dapat memanfaatkan bahan-bahan (materi) yang tersedia secara efisien dengan hasil yang optimum. Karena itu program linier banyak digunakan dalam bidang ekonomi, industri, perusahaan dan bidang usaha lain.


a. Model Matemátika dari Permasalahan Program Linier


Sebagai ilustrasi perhatikan contoh berikut :

PT. Samba Lababan memproduksi ban motor dan ban sepeda. Proses pembuatan ban motor melalui tiga mesin, yaitu 2 menit pada mesin I, 8 menit pada mesin II, dan 10 menit pada mesin III. Adapun ban sepeda diprosesnya melalui dua mesin, yaitu 5 menit pada mesin I dan 4 menit pada mesin II. Tiap mesin ini dapat dioperasikan 800 menit per hari. Untuk memperoleh keuntungan maksimum, rencananya perusahaan ini akan mengambil keuntungan Rp40.000,00 dari setiap penjualan ban motor dan Rp30.000,00 dari setiap penjualan ban sepeda. Berdasarkan keuntungan yang ingin dicapai ini, maka pihak perusahaan merencanakan banyak ban motor dan banyak ban sepeda yang akan diproduksinya dengan merumuskan berbagai kendala sebagai berikut. Perusahaan tersebut memisalkan banyak ban motor yang diproduksi sebagai x dan banyak ban sepeda yang diproduksi sebagai y, dengan x dan y bilangan asli. Dengan menggunakan variabel x dan y tersebut, preusan itu membuat rumusan kendala-kendala sebagai berikut.

Pada mesin I 
: 2x + 5y ≤ 800 …. Persamaan 1

Pada mesin II 
: 8x + 4y ≤ 800 .… Persamaan 2

Pada mesin III
: 10 x ≤ 800
 .… Persamaan 3

x, y bilangan asli : x ( 0, y ( 0 .… Persamaan 4

Fungsi tujuan (objektif) yang digunakan untuk memaksimumkan keuntungan adalah 
f(x, y) = 40.000x + 30.000y. Dalam merumuskan masalah tersebut, PT. Samba Lababan telah membuat model matematika dari suatu masalah program linear.


b. Nilai Optimum Fungsi Obyektif 

Untuk menentukan nilai optimum fungsi objektif ini, ada dua metode, yaitu metode uji titik pojok dan metode garis selidik.
b.1.  Metode Uji Titik Pojok
Untuk menentukan nilai optimum fungsi objektif dengan menggunakan metode uji titik pojok, lakukanlah langkah-langkah berikut.

1. Ubah masalah tersebut ke dalam model matematika yaitu dengan membuat tabel, fungsi pembatas dan fungsi tujuan.Tabel di sini untuk mempermudah membaca data. Fungsi pembatas/kendala yaitu beberapa pertidaksamaan linier yang berhubungan dengan permasalahan tersebut. Fungsi tujuan/objektif yaitu suatu fungsi yang berhubungan dengan tujuan yang akan dicapai. Biasanya fungsi tujuan dinyatakan dengan 

f(x,y) = ax + by atau z = ax + by

2. Lukislah daerah penyelesaian dari fungsi pembatasnya

3. Tentukan koordinat-koordinat titik ujung daerah penyelesaian 
4. Ujilah masing-masing titik ujung daerah penyelesaian

5. Tentukan nilai terbesar/terkecilnya sesuai dengan tujuan yang akan dicapai

Sebagai contoh dalam dari masalah produksi ban PT. Samba Lababan di atas diperoleh model matemátika sebagai berikut  :

I 
: 2x + 5y ≤ 800 …. Persamaan 1

II 
: 8x + 4y ≤ 800 .… Persamaan 2

III
: 10 x ≤ 800
 .… Persamaan 3

IV
: x ( 0, y ( 0 
 .… Persamaan 4

Fungís Obyektif : f(x, y) = 40.000x + 30.000y 

Gambar grafik daerah penyelesaian dari model matemática tersebut hádala sebagai berikut :
[image: image148.png]n

160

— 0
Daerah kanan

—sx <80

2 + 5y <800
B(5040) /7 )
¥

Daerah
atas

1100 200 300 40N 500

— 8+ 4y < 800





[image: image149.png]Perhatikan daerah penyelesaian dari grafik pada gambar di atas

a. Titik-titik pojoknya adalah titik O, A, B, C, dan D.
+ Titik O adalah titik pusat koordinat. Jadi, titik O(0,0)
+ Titik A adalah titik potong antara garis x = 80 dan sumbu-x.
Jadi, titik A(80, 0)
+  Titik B adalah titik potong antara garis x = 80 dan garis
81+ dy = 800.
Substitusi x = 80 ke persamaan  8x + 4y = 800
880 + 4y = 800
¥ =140
Jadi, titik B(80, 40)
+  Titik C adalah titik potong antara garis 8x + 4y = 800 dan
2v + 5y = 800.
Dari 8x + 4y = 800 didapat y = 200 - 2x
Substitusi nilai y ke persamaan 2x + 5y = 800
2v +5(200 - 2x) = 800

2x + 1000 - 10x = 800
—8x = -200
x =25

Substitusi x = 25 ke persamaan y = 200 — 2x
y=200-2-25
y=150

Jadi, titik C(25, 150)

+ Titik D adalah titik potong antara garis 2v + 5y = 800 dan sumbu-y.
Substitusi x = 0 ke persamaan 2x + 5y = 800
20 +5y= 800
5y = 800
=160
Jadi, titik D(0, 160).




[image: image150.png]b. Ujititik-titik pojok ke fungsi objektif f{x, y) = 40.000x + 30.000y, sehingga
fungsi objektif ini maksimum

Titik Pojok (v, 1) | f(x, y) = 40.000x + 30.000y)
A(80, 0) 3.200.000
B(80, 40) 4.400.000
(25, 150) 5.500.000
D(0, 160) 4.800.000

Dari tabel tersebut dapat diperoleh nilai maksimum fungsi objektif
f(x, y) = 40.000x + 30.000y adalah f(25, 150) = 5.500.000
Jadi, PT. Samba Lababan harus memproduksi 25 ban motor dan 150 ban
sepeda untuk memperoleh keuntungan maksimum

Untuk menentukan nilai minimum dilakukan langkah yang sama. Lebih
jelasnya, perhatikan contoh berikut ini




LATIHAN SOAL

1.
Suatu pesawat udara mempunyai tempat duduk tidak lebih dari 48 penumpang. Setiap penumpang kelas utama boleh membawa bagasi 60 kg, sedangkan kelas ekonomi dibatasi 20 kg. Pesawat itu hanya dapat membawa bagasi 1440 kg. Jika tiket setiap penumpang kelas utama Rp.100.000 dan kelas ekonomi Rp.50.000, maka tentukan keuntungan maksimum yang dapat diperolehnya ?

2. 
Luas daerah parkir 360 

 . Luas rata-rata untuk parkir sebuah mobil sedan 6 

 dan untuk sebuah bus 24 

. Daerah parkir tidak dapat memuat lebih dari 30 kendaraan. Jika biaya parkir untuk sebuah mobil sedan Rp.250 dan sebuah bus Rp.750, maka tentukan banyaknya tiap-tiap jenis kendaraan agar diperoleh pendapatan maksimum ?

3.
Seorang pengusaha kendaraan roda dua akan memproduksi sepeda balap dan sepeda biasa. Banyak sepeda balap yang akan diproduksi sedikitnya 10 unit dan paling banyak 60 unit perbulannya. Sedangkan untuk sepeda biasa paling banyak diproduksi 120 unit sebulannya. Total produksi perbulannya adalah 160 unit. Harga jual sepeda balap Rp.700.000/unit dan sepeda biasa Rp.300.000/unit. Tentukan banyaknya masing-masing jenis sepeda yang membuat keuntungan maksimal !

4.
Sebuah butik memiliki 4 m kain satin dan 5 m kain prada. Dari bahan tersebut akan dibuat 2 baju pesta. Baju pesta I memerlukan 2 m kain satin dan 1 m kain prada. Sedangkan baju pesta II memerlukan 1 m kain satin dan 2 m kain prada. Harga jual baju pesta I sebesar Rp.500.000 dan baju pesta II Rp.400.000. Berapa jenis baju pesta yang akan dibuat agar diperoleh harga jual yang setinggi-tingginya ?

5.
Seorang petani membutuhkan pupuk N, P, dan K berturut-turut 10, 12, dan 12 unit untuk menyuburkan tanamannya. Kebutuhan itu dapat dipenuhinya dari pupuk berupa cairan yang mengandung 5 unit N, 2 unit P dan 1 unit K tiap botol dan dari pupuk berbentuk tepung yang mengandung 1 unit N, 2 unit P dan 4 unit K tiap kantong. Berapa banyaknya tiap jenis pupuk dapat dibeli agar biaya pembelian pupuk seminimal mungkin ?

b.2 Metode Garis Selidik
    [image: image151.png]Untuk menentukan nilai optimum fungsi objektif dengan

menggunakan metode garis selidik, lakukanlah langkah-langkah berikut:

a. Tentukan garis selidik, yaitu garis-garis yang scjajar dengan garis
av+by=ka>0,b>0, danke R

b. Gambarkan garis selidik-garis slidik terscbut pada koordinat Cartesius!

. Untuk menentukan nilai maksimum fungsi tujuan maka carilah garis
sclidik yang jaraknya terbesar terhadap titik pusat O(0, 0) dan berada
pada dacrah penyelesaian. Sedangkan untuk menentukan nilai
minimum fungsi tujuan maka carilah garis selidik yang jaraknya
terkecil terhadap titik pusat O(0, 0) dan berada pada dacrah
penyelesaian. Sebagai contoh, grafik berikut ini adalah produksi ban
PT. Samba Lababan.
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[image: image153.png]Garis selidik dari fungsi objektif f{x; ) =40.000x + 30.000y adalah 4v + 3y =k

Ambil k =120, didapat garis selidik 4x +
Ambil k = 240, didapat garis sclidik 4x + 3
Ambil k = 550, didapat garis sclidik 4x +

Gambarkan garis-garis sclidik ini schingga dapat ditentukan nilai maksimum
fungsi objektif f(x, y) = 40.000x + 30.000y.

y

.
vy =240

0
>81+ 4y =800

4x+3y =120+ > 20+ 5y = 800
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LATIHAN SOAL

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum 4x + y dengan menggunakan garis selidik dari daerah sistem pertidaksamaan linier 
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[image: image155.wmf]
2. Dengan menggunakan garis selidik, tentukan nilai maksimum 4x + 2y  pada daerah himpunan penyelesaian 
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3. Dengan menggunakan garis selidik, tentukan nilai maksimum dan minimum 2x – y pada pertidaksamaan 
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4. Dengan menggunakan garis selidik, tentukan nilai maksimum dan minimum q = 6x + 10y pada himpunan penyelesaian sistem pertidaksamaan 
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5. Dengan menggunakan garis selidik, tentukan nilai maksimu dan minimum q = 16x – 2y + 40 dari daerah penyelesaian 
[image: image159.wmf]7
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M A T R I K S

A. PENGERTIAN DAN NOTASI MATRIKS

1. PENGERTIAN BARIS, KOLOM DAN ELEMEN SUATU MATRIKS

Matriks yaitu himpunan bilangan-bilangan yang tersusun menurut baris dan kolom berbentuk persegi panjang dan ditulis diantara tanda kurung ( ) atau [ ].

Nama matriks dengan menggunakan huruf besar. Elemen-elemen suatu matriks dengan huruf kecil sesuai nama matriks dengan indeks sesuai letak elemennya.

Contoh 1: Diketahui matriks A = 
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                 Tentukan :

a. banyak baris              

d. elemen-elemen kolom ke-3                   

b. banyak kolom


e. 
[image: image161.wmf]2
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c. elemen-elemen baris ke-2
f. 
[image: image162.wmf]3
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Penyelesaian : 
a.   banyak baris = 3 baris
                
b.   banyak kolom = 3 kolom
              
c.   celemen-elemen baris ke-2 = 3, 3, - 5 
d.  elemen-elemen kolom ke-3 = 4, - 5, - 2
e.  
[image: image163.wmf]2
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 = elemen baris ke-3 kolom ke-2 = - 4
f.  
[image: image164.wmf]3
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 = elemen baris ke-1 kolom ke-3 = 4
Contoh 2: Diketahui 
[image: image165.wmf]ú
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                 Tentukan letak elemen 2 dan 6 !

Penyelesaian : 
elemen 2 = 
[image: image166.wmf].
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elemen 6 = 
[image: image167.wmf].

32

x


2. ORDO MATRIKS

Yaitu banyaknya baris dan kolom yang menyatakan suatu matriks.


[image: image168.wmf]mxn

A

 artinya matriks A berordo m x n yaitu banyaknya baris m buah dan banyaknya kolom n buah.

Contoh 3: Diketahui 
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                 Tentukan ordo matriks P

Penyelesaian : Ordo matriks P =   2 x 4
3. JENIS-JENIS MATRIKS

1. Matriks Nol

Yaitu matriks yang setiap elemennya nol.

Misal : 
[image: image170.wmf]ú
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2. Matriks Baris

Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu baris

Misal : 
[image: image171.wmf][
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3. Matriks Kolom

Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu kolom.

Misal : 
[image: image172.wmf]ú
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4. Matriks Bujur sangkar

Yaitu suatu matriks yang jumlah baris dan kolomnya sama.

Ordo matriks n x n sering disingkat dengan n saja.

Misal : 
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5. Matriks Diagonal

Yaitu matriks persegi yang semua elemennya nol, kecuali elemen-elemen diagonal utamanya.

Misal : 
[image: image174.wmf]ú
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6. Matriks Satuan (Identitas)

Yaitu matriks persegi yang semua elemen diagonal utamanya satu, dan elemen lainnya nol.

Misal : 
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7. Matriks Skalar

Yaitu matriks persegi yang semua elemen pada diagonal utamanya sama, tetapi bukan nol dan semua elemen lainnya nol.

Misal : 
[image: image176.wmf]ú
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8. Matriks Segitiga Atas

Yaitu matriks yang semua elemen di bawah diagonal utamanya nol.

Misal : 
[image: image177.wmf]ú
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9. Matriks Segitiga Bawah

Yaitu matriks yang semua elemen di atas diagonal utamanya nol.

Misal : 
[image: image178.wmf]ú
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LATIHAN SOAL

1. Diketahui 
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Tentukan :

a. elemen-elemen baris ke-2

b. elemen-elemen kolom ke-2

c. elemen-elemen kolom ke-4

d. elemen baris ke-1 kolom ke-3

e. elemen baris ke-3 kolom ke-5

f. ordo P

2. Diketahui 
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Tentrukan :

a. ordo X

b. elemen-elemen baris ke-2

c. 
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d. 
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e. 
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3. Diketahui 
[image: image184.wmf]ú
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Tentukan letak elemen :

a. –2
b. 5

c. 6

d. 3

e. 0

4. Berikut ini termasuk jenis matriks apa ?

a. 
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b. 
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c. 
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d. 
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5. Berikan contoh lain dari matriks :

a.  skalar



b. segitiga bawah

c. segitiga atas


d. Diagonal

4. KESAMAAN DUA MATRIKS

Dua matriks dikatakan sama jika ordo dan elemen-elemen yang seletak sama.


Contoh 1: Mana matriks yang sama ?
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Penyelesaian : Matriks yang sama yaitu matriks  A   dan C

Contoh 2: Tentukan x dan y dari 
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Penyelesaian : 
 x   = 1




 2y = 0  




 
[image: image194.wmf]Þ

    y = 0
5. TRANSPOSE  MATRIKS

Transpose (putaran) matriks A yaitu matriks yang diperoleh dari matriks A dengan menukarkan elemen-elemen pada baris menjadi kolom dan sebaliknya elemen-elemen pada kolom menjadi baris.

Transpose matriks A dinyatakan dengan 
[image: image195.wmf]T
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 atau A’.


Contoh 3: Jika 
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 maka tentukan 
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Penyelesaian : 
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LATIHAN SOAL

1. Tentukan x dan y dari :

a. 
[image: image199.wmf]ú
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b. 
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c. 
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d. 
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2. Tentukan a, b, c dan d dari :

a. 
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b. 
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û

ù

ê

ë

é

-

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

8

6

2

2

10

c

a

bd

a

c

b


c. 
[image: image205.wmf]ú
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d. 
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3. Tentukan transposenya dari :

a. 
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b. 
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4. Tentukan c jika 
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B. OPERASI MATRIKS

1. PENJUMLAHAN MATRIKS

Dua matriks dapat dijumlahkan jika ordonya sama. Yang dijumlahkan yaitu elemen-elemen yang seletak.


Contoh 1: Jika 
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 maka tentukan A + B


Penyelesaian : A + B = …


Contoh 2: Jika 
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, tentukan :

                 a. A + B

b. B + A
c. A + (B + C)

d. (A + B) + C


Penyelesaian : 
a. A + B = …

   



b. B + A = …

 



c. A + (B + C) = …





d. (A + B) + C = …


Contoh 3: Diketahui 
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                 Tunjukkan : a. A + (-A) = (-A) + A = O

                                     b. A + O = O + A = A


Penyelesaian : a. A + (-A) = …

                     (-A) + A = …

                 b. A + O = …

                     O + A = …

Sifat-sifat penjumlahan matriks :

1. A + B = B + A  (bersifat komutatif)

2. A + (B + C) = (A + B) + C (bersifat asosiatif)

3. A + O = O + A = A (O matriks identitas dari penjumlahan)

4. A + (-A) = (-A) + A = O (-A matriks invers penjumlahan)

2. PENGURANGAN MATRIKS

Dua matriks dapat dikurangkan jika ordonya sama. Yang dikurangkan elemen-elemen yang seletak.

Contoh 4: Jika 
[image: image220.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

4

1

3

2

A

 dan 
[image: image221.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

5

3

1

4

B

, maka tentukan :

                 a. A – B

b. B – A

Penyelesaian : a. A – B = …

                 b. B – A = …


Sifat-sifat Pengurangan matriks :

1. A – B 
[image: image222.wmf]¹

 B – A (tidak komutatif)

2. A – (B – C) = (A – B) – C (asosiatif)

LATIHAN SOAL

1. Sederhanakanlah !

a. 
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b. 
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c. 
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e. 
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f. 
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g. 
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h. 
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i. 
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2. Tentukan x jika 
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3. Tentukan x jika 
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4. Tentukan a, b, c dan d dari :

a. 
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b. 
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3. PERKALIAN MATRIKS

3.1 PERKALIAN MATRIKS DENGAN BILANGAN REAL (SKALAR)

Hasil perkalian skalar k dengan sebuah matriks A yang berordo m x n adalah sebuah matriks yang berordo m x n dengan elemen-elemennya adalah hasil kali skalar k dengan setiap elemen matriks A.

Contoh 1: Jika 
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 maka tentukan :

                 a. 2A

b. 
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Penyelesaian : a. 2A = 
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                 b. 
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Contoh 2: Jika 
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 maka tentukan :

                 a. 2(A + B)

b. 2A + 2B

c. 2(3A)
d. 6A

Penyelesaian : a. 2(A + B)
= …

                 b. 2A + 2B = …


   
   c. 2(3A) = …



  d. 6A = …

Sifat-sifat perkalian skalar k dengan suatu matriks :

1. k(A + B) = …

2. (k + l)A = …

3. k(lA) = …

LATIHAN SOAL

1. Jika 
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a. 2A + 2B

b. 3A – 2B

c. 
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d. –4(A – B)

2. Tentukan matriks X jika:

a. 
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b. 
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d. 
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3. Tentukan a, b, c dan d dari :

a. 
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b. 
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4. Diketahui 
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3.2 PERKALIAN MATRIKS DENGAN MATRIKS

Dua matriks A dan B dapat dikalikan jika jumlah kolom matriks A (matriks kiri) sama dengan jumlah baris matriks B (matriks kanan).

Ordo hasil perkalian matriks 
[image: image254.wmf]mxn

A

 dengan 
[image: image255.wmf]nxp

B

, misalnya matriks C yang akan berordo mxp (seperti permainan domino).

Cara mengalikan matriks A dan B yaitu dengan menjumlahkan setiap perkalian elemen pada baris matriks A dengan elemen kolom matriks B dan hasilnya diletakkan sesuai dengan baris dan kolom pada matriks C (matriks hasil perkalian).

Misal : 
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Contoh 1: Diketahui 
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                 Terntukan :

                  a. AB

b. AC

c. AD



Penyelesaian : a. AB = …

                 b. AC tidak dapat dikalikan, karena …



c. AD = …

Contoh 2: Diketahui 
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                  Tentukan :

                   a. AB

b. BA

c. (AB)C
d. A(BC)

                   e. A(B + C)

f. AB + AC
g. AI

h. IA

Penyelesaian :  a. AB = …

                  b. BA = …

                  c. (AB)C = …

                   d. A(BC) = …

                  e. A(B + C) = …

                  f. AB + AC = …

                  g. AI = …

                  h. IA = …


Sifat-sifat perkalian matriks :

1. Umumnya tidak komutatif (AB 
[image: image264.wmf]¹

 BA)

2. Asosiatif : (AB)C = A(BC)

3. Distributif kiri : A(B + C) = AB + AC

Distributif kanan : (B + C)A = BA + CA

4. Identitas : IA = AI = A

5. k(AB) = (kA)B   


LATIHAN SOAL

1. Sederhanakan !

a. 
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c. 
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d. 
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e. 
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f. 
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g. 
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h. 
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2. Diketahui 
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maka tentukan :

a. 
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b. 
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3. Jika 
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a. 
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b. 
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4. Tentukan a jika 
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C. INVERS MATRIKS

1. INVERS MATRIKS ORDO 2 x 2

Jika AB = BA = I , dimana I matriks satuan yaitu 
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 maka A dan B dikatakan saling invers. Invers matriks A dinotasikan 
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Misal 
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AB = I  
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 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

1

0

0

1

ds

cq

dr

cp

bs

aq

br

ap


ap + br = 1
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Karena 
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ad – bc disebut Determinan (D) atau 
[image: image300.wmf]A

 atau det(A).


Jadi 
[image: image301.wmf]bc
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Jika D = 0, maka matriks A tidak mempunyai invers dan matriks A disebut matriks Singular.          Jika ad – bc 
[image: image302.wmf]0
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 maka matriks A disebut matriks Non Singular.

Contoh 1: Tentukan determinan 
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Penyelesaian : 
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Contoh 2: Tentukan invers dari 
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Penyelesaian : 
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Contoh 3: Tentukan x jika 
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Penyelesaian : ad – bc = 0 
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Contoh 4: Tentukan matriks X jika 
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Penyelesaian : XA = B 
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 X = 
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Jika ada persamaan matriks berbentuk :



     AX = B maka X
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     XA = B maka X = 
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LATIHAN SOAL

1. Tentukan determinannya !

a. 
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b. B = 
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c. 
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2. Tentukan inversnya ! (jika ada)

a. 
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3. Tentukan x jika 
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4. Tentukan matriks X jika :

a. 
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b. 
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c. 
[image: image325.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

14

28

4

1

2

3

X




d. 
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2. INVERS MATRIKS ORDO 3 x 3

2.1 DETERMINAN MATRIKS ORDO 3 X 3

Cara menentukan determinan matriks ordo 3 x 3 dengan menggunakan diagram SARRUS, yaitu :

1. Salin kolom ke-1 dan ke-2 pada kolom ke-4 dan ke-5

2. Kurangkan jumlah perkalian elemen-elemen pada diagonal ke bawah dengan jumlah perkalian elemen-elemen pada diagonal ke atas.
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[image: image328.wmf]Þ

 det (A) = 
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Contoh 1: Jika 
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 maka tentukan 
[image: image331.wmf]P


Penyelesaian : 
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MINOR, KOOFAKTOR DAN ADJOINT


Minor yaitu sebuah determinan yang diperoleh dengan cara menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j, dan ditulis dengan 
[image: image333.wmf]ij

M

. Sedangkan koofaktor diperoleh dari perkalian 
[image: image334.wmf]ij

M

dengan 
[image: image335.wmf](
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 dan ditulis dengan 
[image: image336.wmf]ij

A

. Sedangkan adjoint yaitu koofaktor yang ditransposekan dan ditulis dengan Adj(A).

Contoh 2: Diketahui 
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. Tentukan :

                 a. 
[image: image338.wmf]12
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b. 
[image: image339.wmf]22
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c. 
[image: image340.wmf]31
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d. 
[image: image341.wmf]23
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e. Adj(M)

Penyelesaian : a. 
[image: image342.wmf]12
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b. 
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c. 
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d. 
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e. Adj(M) = 
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         = 
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2.3 INVERS MATRIKS ORDO 3 X 3

Untuk menentukan invers matriks A ordo 3 x 3 dengan menggunakan rumus :
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Contoh 3: Tentukan invers dari 
[image: image354.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

5

4

1

4

3

1

3

2

1

P


Penyelesaian :
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LATIHAN SOAL

1. Tentukan determinan dari :


a. 
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b. 
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c. 
[image: image360.wmf]ú
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2. Tentukan x jika 
[image: image361.wmf]35
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3. Diketahui 
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. Tentukan :


a. 
[image: image363.wmf]21
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b. 
[image: image364.wmf]33
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c. 
[image: image365.wmf]12
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d. 
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e. Adj(X)

4. Tentukan inversnya dari :


a. 
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b. 
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V E K T O R

PENGERTIAN VEKTOR


Vektor adalah suatu besaran yang mempunyai nilai (besar) dan arah. Suatu vektor dapat digambarkan sebagai ruas garis berarah. Nilai (besar) vektor  dinyatakan dengan panjang garis dan arahnya dinyatakan dengan tanda panah. Notasi vektor biasanya dengan menggunakan tanda anak panah di atasnya atau bisa juga dengan menggunakan huruf kecil yang tebal. Suatu vektor biasanya juga bisa dinyatakan dengan pasangan terurut bilangan real atau bisa juga dengan menggunakan matriks kolom.  Misalnya : 
[image: image369.wmf](
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. Maksudnya vektor tersebut 2 ke arah kanan dan 3 ke arah atas. Vektor 
[image: image370.wmf]AB

 berarti titik A sebagai titik pangkal dan titik B sebagai ujung. Vektor 
[image: image371.wmf]BA

 dengan vektor 
[image: image372.wmf]AB

 besarnya (panjangnya) sama, hanya arahnya saling berlawanan. Jadi jika vektor 
[image: image373.wmf]AB

 dinyatakan dengan 
[image: image374.wmf]u

 maka vektor  suka dinyatakan dengan -
[image: image375.wmf]u
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                     B                      B     

               
[image: image376.wmf]u

                   -
[image: image377.wmf]u


        A                       A

 Dua vektor dikatakan sama jika besar dan arahnya sama. Artinya suatu vektor letaknya bisa di mana saja asalkan besar dan arahnya sama.

Contoh 1: Pada balok di bawah ini , tentukan vektor lain yang sama dengan vektor 
[image: image378.wmf]AB

 !

                         H                                   G   
                E                                    F   

                          D                                     C    
                   A                              B       

Jawab  :  ……

A. VEKTOR DI RUANG DIMENSI DUA 

1.   VEKTOR POSISI

Vektor posisi yaitu vektor yang posisi (letaknya) tertentu. Misalnya 
[image: image379.wmf]AB

 merupakan vektor posisi dimana pangkalnya di titik A dan ujungnya di titik B. Atau misalnya 
[image: image380.wmf]OA

 yaitu vektor posisi yang awalnya di titik pusat dan ujungnya di titik A. Vektor posisi 
[image: image381.wmf]OC

OB

OA

,

,

 dan seterusnya biasanya diwakili oleh vektor dengan huruf kecil misalnya 
[image: image382.wmf]c
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,

  dan sebagainya. Jadi 
[image: image383.wmf]c
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[image: image384.wmf]a
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Contoh 3 : Jika titik A(1,2) dan B(5,9) maka tentukan 
[image: image385.wmf]AB

 !

Penyelesaian : ………….

2.   VEKTOR NEGATIF (VEKTOR INVERS)

Vektor negatif (invers) dari vektor 
[image: image386.wmf]a

 sering ditulis -
[image: image387.wmf]a

 yaitu vektor yang panjangnya sama tetapi arahnya berlawanan.


                
[image: image388.wmf]a

                 
[image: image389.wmf]b

                maka 
[image: image390.wmf]b

 = -
[image: image391.wmf]a


3. OPERASI PADA VEKTOR DI RUANG DIMENSI DUA

3.1  PERKALIAN VEKTOR DENGAN SKALAR

Jika k suatu bilangan real maka k
[image: image392.wmf]a

 adalah suatu vektor yang panjangnya k kali lipat panjang 
[image: image393.wmf]a

. Jika k positif maka searah dengan 
[image: image394.wmf]a

 dan jika k negatif maka berlawanan arah dengan 
[image: image395.wmf]a

.


            
[image: image396.wmf]a

 


                                                    -3
[image: image397.wmf]a


                       2
[image: image398.wmf]a


3.2  PENJUMLAHAN VEKTOR

Penjumlahan 2 vektor dapat dilakukan dengan 2 cara, yaitu aturan segitiga dan dengan aturan jajargenjang.

Penjumlahan 2 vektor dengan aturan segitiga yaitu dengan mempertemukan ujung vektor yang satu (
[image: image399.wmf]a

) dengan awal vektor yang lain (
[image: image400.wmf]b

), sehingga resultan (hasil penjumlahan vektor) kedua vektor adalah awal vektor yang satu (
[image: image401.wmf]a

) ke ujung vektor yang lain (
[image: image402.wmf]b

).


Sedangkan penjumlahan dengan aturan jajargenjang yaitu dengan mempertemukan kedua awal vektor, kemudian membuat vektor kembarannya pada masing-masing ujung kedua vektor sehingga membentuk suatu bangun jajargenjang. Resultan kedua vektor adalah awal pertemuan kedua vektor tersebut ke ujung pertemuan kedua vektor tersebut.

Contoh 4 : Tentukan 
[image: image403.wmf]b

a

+

 dari vektor-vektor di bawah ini !


                      
[image: image404.wmf]a

                                        
[image: image405.wmf]b

                   

Penyelesaian :   Cara I (aturan segitiga) :

                                        
[image: image406.wmf]b


                   
[image: image407.wmf]a


                                
[image: image408.wmf]b

a

+



      Cara II (aturan jajargenjang) :


              
[image: image409.wmf]a

       
[image: image410.wmf]b
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[image: image411.wmf]b

     


Penjumlahan untuk 3 vektor atau lebih digunakan aturan poligon yang merupakan pengembangan dari aturan segitiga.

Contoh 5 : Tentukan 
[image: image412.wmf]d
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 dari vektor-vektor di bawah ini :

                        
[image: image413.wmf]a


                                       
[image: image414.wmf]b

            
[image: image415.wmf]c

                   
[image: image416.wmf]d

                  

Jawab  : 

                                             
[image: image417.wmf]c

       

                                
[image: image418.wmf]b


                             
[image: image419.wmf]a


                                              
[image: image420.wmf]d
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3.3  SELISIH DUA VEKTOR

Selisih dua vektor 
[image: image422.wmf]a

 dan 
[image: image423.wmf]b

 ditulis 
[image: image424.wmf]b

a
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 dapat dipandang sebagai penjumlahan 
[image: image425.wmf]a

 dengan -
[image: image426.wmf]b

 (vektor invers 
[image: image427.wmf]b

). Jadi 
[image: image428.wmf]b
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 = 
[image: image429.wmf](
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Contoh 5 : Tentukan 
[image: image430.wmf]b
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 jika diketahui :


                    
[image: image431.wmf]a


                                          
[image: image432.wmf]b


Penyelesaian :   

                               
[image: image433.wmf]a

           -
[image: image434.wmf]b

      

                               
[image: image435.wmf]b
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LATIHAN SOAL
1. Perhatikan gambar berikut :

                  X

                                b                            Y

                                                          c   

             a
                                                                       Z 

                                        M

       W


Jika 
[image: image436.wmf]WX

 = a,  
[image: image437.wmf]XY

 = b, dan 
[image: image438.wmf]YZ

 = c,  dan M merupakan titik tengah WZ, nyatakan dalam vektor a, b dan c untuk vektor-vektor berikut :



[image: image439.wmf]MY
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2. Perhatikan gambar berikut :

                        Q                  b                  R      

                   a

              P                  F                 c    E  

                                                S   


Jika 
[image: image440.wmf]PQ

 = a,  
[image: image441.wmf]QR

 = b dan 
[image: image442.wmf]RS

 = c. Titik E dan F berturut-turut titik tengah RS dan QS. Nyatakan dalam a, b dan c untuk vektor-vektor :



[image: image443.wmf]FR

f

PF

e

QE

d

PS

c

RP

b

PR

a

.

.

.

.

.

.


3. Diberikan vektor-vektor berikut :



                    a                b                    c


Jika panjang vektor a = 2 cm, b = 1 cm dan c = 2,5 cm, maka lukislah dengan aturan poligon vektor-vektor di bawah ini :

a. a + b +c

b. a - 2b + 3c

c. 2a – b – c

4. Diketahui ABCDEF adalah segienam beraturan. Jika 
[image: image444.wmf]BC

 dan 
[image: image445.wmf]FC

 masing-masing mewakili vektor b dan 2a, maka nyatakan vektor-vektor 
[image: image446.wmf]BE

dan

CD

AB

,

 dengan a dan b
5. P, Q dan R berturut-turut adalah titik tengah sisi AB, BC dan AC suatu segitiga ABC. Jika O adalah  sembarang titik dalam segitiga ABC, maka tunjukkan bahwa 
[image: image447.wmf]OR
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B. VEKTOR DI RUANG DIMENSI TIGA

Vektor basis (vektor satuan)  di ruang dimensi tiga biasanya dinyatakan dengan 
[image: image448.wmf]k

dan

j

i

,

. 
[image: image449.wmf]i

 vektor satuan searah sumbu 
[image: image450.wmf]OX

, 
[image: image451.wmf]j

 vektor satuan searah sumbu 
[image: image452.wmf]OY

 dan 
[image: image453.wmf]k

 vektor satuan searah sumbu 
[image: image454.wmf]OZ

.  Jadi misalnya vektor 
[image: image455.wmf]k
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 dapat digambarkan sebagai berikut :
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Bentuk vektor di atas dapat juga dinyatakan dengan vektor kolom 
[image: image456.wmf]ú
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1. OPERASI PADA VEKTOR DI RUANG DIMENSI TIGA

1.1 PENJUMLAHAN DAN PENGURANGAN DUA VEKTOR

Jika 
[image: image457.wmf]k
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Contoh 2 : Jika 
[image: image459.wmf]k
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 maka tentukan 
[image: image460.wmf]a
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Penyelesaian : …….

1.2 PERKALIAN SKALAR DENGAN VEKTOR

Jika 
[image: image461.wmf]k
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 dan n suatu skalar bilangan real maka :
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Contoh 3 : Jika 
[image: image463.wmf]k
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 maka tentukan 
[image: image464.wmf]a
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Penyelesaian : ……

LATIHAN SOAL
1. Nyatakan dalam vektor-vektor posisi dari titik-titik di bawah ini :

a. A(1,2,3)

b. B(2,-1,-3)

c. C(0,2,4)

d. D(0,1,0)

2. Diberikan titik P(2,4,3) dan Q(1,-5,2).

a. Nyatakan vektor posisi 
[image: image465.wmf]OP

 dan 
[image: image466.wmf]OQ

 dalam vektor satuan i, j dan k

b. Tentukan vektor 
[image: image467.wmf]PQ

 dalam satuan i, j dan k

3. Ulangi soal no. 2 untuk P(0,-1,5) dan Q(1,0,-2)

4. Ditentukan vektor-vektor r
[image: image468.wmf]1

=2i+ 4j – 5k  dan r
[image: image469.wmf]2

 = i + 2j + 3k
Tentukan : 

a. r = r
[image: image470.wmf]1

 + r
[image: image471.wmf]2


b. r = 2r
[image: image472.wmf]1

 - 3r
[image: image473.wmf]2


5. Carilah nilai a, b dan c jika : 
[image: image474.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

1

1

1

0

1

0

1

2

1

2

0

c

b

a


6. Buktikan bahwa vektor-vektor 
[image: image475.wmf]÷
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  membentuk sebuah segitiga !

7. Tunjukkan bahwa vektor yang melalui titik-titik (2,2,3) dan (4,3,2) sejajar dengan vektor-vektor yang melalui titik-titik (5,3,-2) dan (9,5,-4)

8. Diketahui P(6,4,2), Q(8,6,4) dan R(2,2,2). Tunjukkan bahwa OPQR adalah jajargenjang !

C. RUMUS PERBANDINGAN

Misalkan titik P pada garis AB dengan perbandingan AP : PB = m : n. Perhatikan gambar di bawah ini !

                A         m

                                      P 

            
[image: image476.wmf]a
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Jadi :
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Jadi jika titik 
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Titik P bisa membagi AB dengan perbandingan di dalam seperti di atas atau bisa juga dengan perbandingan di luar, maksudnya titik P di luar ruas garis AB. Jika arah perbandingannya berlawanan harus dengan menggunakan tanda negatif.

Contoh 1: Diketahui titik A(1,2,3) dan titik B(4,8,12). Jika titik P membagi AB di dalam dengan perbandingan AP : PB = 1 : 2. Tentukan koordinat titik P !


Penyelesaian : …………..


Contoh 2: Diketahui titik A(-1,0,1) dan titik B(2,2,2). Jika titik P membagi AB di luar dengan perbandingan AP : PB = 3 : -1. Tentukan koordinat titik P !


Penyelesaian : …………..

LATIHAN SOAL
1. Gambarlah garis AB yang panjangnya 6 cm. Titik C adalah titik pada AB. Tandailah letak titik C sedemikian sehingga :

a. AC : CB = 2 : 1

b. AC : CB = 3 : 1

c. AC : CB = 3 : -2

d. AC : CB = 1 : -3

2. Tentukan koordinat C jika :

a. A(3,2), B(9,5) dan AC : CB = 2 : 1

b. A(-1,-3), B(7,5) dan C titik tengah dari AB

c. A(-3,-2), B(7,3) dan AC : CB = 3 : 2

3. R adalah titik pada perpanjangan PQ. Tentukan koordinat R jika :

a. P(2,1), Q(4,7) dan PR : RQ = 3 : -2

b. P(-1,-2), Q(4,0) dan PR : RQ = -2 : 1

4. M adalah titik pada garis PQ. Tentukan koordinat M jika :

a. P(1,0,2), Q(5,4,10) dan PM : MQ = 3 : 1

b. P(-3,-2,-1), Q(0,-5,2) dan PM : MQ = 4 : -3

5. Titik sudut segitiga ABC adalah A(6,-9,-3), B(2,3,0) dan C(3,5,2). T adalah titik potong garis berat dari B ke sisi AC. Tentukan koordinat titik T !

6. Dalam segitiga ABC, Z adalah titik berat segitiga ABC. Tunjukkan bahwa  

z = 
[image: image483.wmf]3

1

(a + b + c )

7. Pada segitiga ABC, titik E pada AC sedemikian sehingga AE : EC = 3 : 1 dan titik D pada BC sedemikian sehingga BD : DC = 1 : 2. Tunjukkan bahwa ED dapat dinyatakan dengan vektor a, b dan c sebagai    
[image: image484.wmf](
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-3a + 8b – 5c)

D. PANJANG VEKTOR

1.   MODULUS VEKTOR (PANJANG VEKTOR) DI RUANG DIMENSI DUA


Modulus (panjang) suatu vektor 
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Contoh 2 : Diketahui vektor 
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Jawab   : ………

2. MODULUS VEKTOR (PANJANG  VEKTOR) DI RUANG DIMENSI TIGA

Panjang suatu vektor 
[image: image489.wmf]k
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Contoh 1 : Jika diketahui 
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Penyelesaian : …………

LATIHAN SOAL
1. Hitunglah panjang vektor 
[image: image493.wmf]÷
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2. Hitunglah jarak antara titik A(-5,-4,-1) dan B(3,2,-1)

3. Jika a = i – 2j + 2k  dan b = 3i + 6j – 2k, maka hitunglah :

a. 
[image: image494.wmf]a 
[image: image495.wmf]
b. 
[image: image496.wmf]b
[image: image497.wmf]
c. 
[image: image498.wmf]a – b
[image: image499.wmf] 
4. Vektor posisi titik P dan Q adalah p = 2i – j + 3k  dan  q = 4i + 2j – 3k 

a. Tentukan 
[image: image500.wmf]PQ


b. Hitunglah 
[image: image501.wmf]PQ


5. Segitiga ABC dengan A(3,-1,5), B(4,2,-5) dan C(-4,0,3). Jika D merupakan titik tengah sisi BC, hitunglah panjang garis AD !

6. Koordinat titik A(7,-5,5), B(7,-3,4) dan C(7,-4,2). Tunjukkan bahwa segitiga ABC siku-siku sama kaki !

7. AB, BC dan CD masing-masing wakil dari vektor 
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Tunjukkan bahwa A dan D berimpit dan segitiga ABC siku-siku !
E. PERKALIAN SKALAR DUA VEKTOR

Hasil kali skalar dua vektor 
[image: image503.wmf]a

 dan 
[image: image504.wmf]b

 ditulis 
[image: image505.wmf]b
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 yang didefinisikan sebagai berikut :
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        dimana 
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 sudut antara vektor 
[image: image508.wmf]a

 dan 
[image: image509.wmf]b
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Contoh 1 : Jika 
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 adalah 
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 maka tentukan 
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Penyelesaian : ………….

SIFAT-SIFAT HASIL KALI SKALAR 

1. Dua vektor yang saling sejajar : 
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2. Dua vektor yang saling tegak lurus : 
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3. Dua vektor yang berlawanan arah : 
[image: image520.wmf]b

a

b

a

b

a

-

=

=

·

o

180

cos


4. Bersifat komutatif : 
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5. Bersifat distributif : 
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PERKALIAN SKALAR DUA VEKTOR DALAM BENTUK KOMPONEN



Jika 
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Contoh 2 : Diketahui 
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Penyelesaian : …………….

LATIHAN SOAL
1. Jika i = 
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 dan k = 
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, tentukan :

a. i . i 

b. i . j

c. i . k

d. j . j 
e. j . k

f. k . k 

2. Tentukan a . b  jika 
[image: image530.wmf]q

 adalah sudut antara a dan b dari :

a. 
[image: image531.wmf]a
[image: image532.wmf] = 3,  
[image: image533.wmf]b
[image: image534.wmf] = 4  dan 
[image: image535.wmf]o
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b. 
[image: image536.wmf]a
[image: image537.wmf] = 2, 
[image: image538.wmf]b
[image: image539.wmf] = 1 dan 
[image: image540.wmf]o
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3. Diketahui a = 2i + 5j + k dan b = i – 2j – k. Tentukan :

a. a . b
b. b . a
c. a . a
4. Diketahui A(1,,0,-1), B(-2,-1,3) dan C(1,1,1). Jika a wakil dari vektor 
[image: image541.wmf]BA

 dan b wakil dari vektor 
[image: image542.wmf]BC

, hitunglah a . b
5. Diketahui jajargenjang ABCD dengan A(2,3,1), B(4,5,2) dan D(2,-1,4). Hitunglah vektor 
[image: image543.wmf]AC

AB

.

 

6. Diketahui 
[image: image544.wmf]a
[image: image545.wmf] = 4,  
[image: image546.wmf]b
[image: image547.wmf] = 6 dan sudut antara a dan b  adalah 
[image: image548.wmf]o

120

. Hitunglah :

a. a . (a + b)

b. a . (a – b)

c. (a + b) . (a + b)

d. (a – b) . (a + b)

7. Diketahui 
[image: image549.wmf]a
[image: image550.wmf] = 3,  
[image: image551.wmf]b
[image: image552.wmf] = 1 , 
[image: image553.wmf]c
[image: image554.wmf] = 4  dan a + b + c = 0. Hitunglah a . b + b . c + c . a
8. Diketahui vektor a . b = 6. Hitunglah 
[image: image555.wmf]a + b
[image: image556.wmf] jika 
[image: image557.wmf]a - b
[image: image558.wmf] = 
[image: image559.wmf]17


F. SUDUT ANTARA DUA VEKTOR

Sudut antara vektor 
[image: image560.wmf]a

 dan 
[image: image561.wmf]b

 adalah   
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Contoh 1: Diketahui 
[image: image563.wmf]÷
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. Tentukan sudut antara 
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Penyelesaian : 
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LATIHAN SOAL
1. Tentukan kosinus sudut antara vektor 
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2. Hitunglah besar sudut AOB jika :

a. A(4,2,-1) dan B(2,-2,4)

b. A(1,0,1) dan B(0,1,-1)

3. Tentukan kosinus sudut antara vektor a = 3i + 7j + 2k dan b = i + j – 6k
4. Tentukan nilai m jika a = mi – 2j + k  dan b = 2mi + mj – 4k  saling tegak lurus.

5. Diketahui A(-5,5,7), B(-3,4,7) dan C(-4,2,7). Perlihatkan bahwa segitiga ABC adalah siku-siku dengan menggunakan perkalian skalar !

6. Diketahui A(1,4,4), B(0,2,3) dan C(1,0,2). Hitunglah besar sudut-sudut segitiga ABC

7. Diketahui A(-2,-1,3), B(4,2,3) dan D(3,-1,1). C membagi AB dengan perbandingan 2 : 1. Tunjukkan bahwa sudut ACD siku-siku dengan menggunakan perkalian skalar !

8. Diketahui A(1,0,1), B(4,6,10), C(5,-2,8) dan D(9,6,6). P membagi AB dengan perbandingan 2 : 1 dan Q  adalah titik tengah CD. 

a. Tentukan vektor yang diwakili oleh AB, CD dan PQ

b. Buktikan bahwa PQ tegak lurus AB dan CD
G. PROYEKSI ORTOGONAL SUATU VEKTOR

1. PROYEKSI SKALAR ORTOGONAL

Perhatikan gambar di bawah ini :

                      A

    
[image: image568.wmf]a
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Panjang proyeksi vektor 
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  terhadap 
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Contoh 1: Diketahui 
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. Tentukan panjang proyeksi vektor 
[image: image577.wmf]a

 terhadap 
[image: image578.wmf]b
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Penyelesaian : 
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2. VEKTOR SATUAN

Vektor satuan vektor 
[image: image580.wmf]a

 = 
[image: image581.wmf]a
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Contoh 2 : Tentukan vektor satuan vektor 
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Penyelesaian : …………

3. VEKTOR PROYEKSI


Perhatikan gambar di bawah ini :

                       A

      
[image: image583.wmf]a
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Jadi proyeksi vektor 
[image: image588.wmf]a

 terhadap 
[image: image589.wmf]b

 adalah :
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Contoh 3 : Tentukan vektor proyeksi dari  vektor 
[image: image591.wmf]a

 terhadap 
[image: image592.wmf]b

 pada contoh 1 di atas !

Penyelesaian : …………….

LATIHAN SOAL
1. Diketahui a = 2i + 2j - k dan b =6 i - 3 j + 2k. Tentukan :

a. panjang proyeksi dan vektor proyeksi a terhadap vektor b

b. panjang proyeksi dan vektor proyeksi b terhadap vektor a

2. Diketahui P(2,4,3) dan Q(1,-5,2). O adalah titik pangkal.  Tentukan :

a. panjang proyeksi dan vektor proyeksi p terhadap vektor q

b. panjang proyeksi dan vektor proyeksi q terhadap vektor p
3. Diketahui P(3,2,-1) dan Q(-4,-2,3) serta a = -3i + 4j + k
a. Tentukan panjang proyeksi a pada vektor 
[image: image593.wmf]PQ


b. Tentukan panjang proyeksi dan vektor proyeksi 
[image: image594.wmf]PQ

 terhadap a
4. Diketahui P(3,5,0), Q(1,3,-1) dan R(-1,4,1). Hitung panjang vektor proyeksi 
[image: image595.wmf]PQ

 terhadap vektor 
[image: image596.wmf]PR


5. Diketahui 
[image: image597.wmf]a
[image: image598.wmf] = 6,  
[image: image599.wmf]b
[image: image600.wmf] = 8  dan sudut antara a dan b sama dengan 
[image: image601.wmf]o

45

. Hitung panjang vektor proyeksi dan vektor proyeksi a terhadap b
6. Tentukan proyeksi a = 4i - 3j + k pada garis yang melalui titik-titik (2,3,-1) dan (-2,-4,3)

7. Diketahui p = -3i + mj + nk dan q =-2i + j + 2k. Jika 
[image: image602.wmf]p
[image: image603.wmf] = 
[image: image604.wmf]6

3

, maka tentukan nilai m dan n agar panjang proyeksi p pada q sama dengan 2 satuan

8. Vektor proyeksi 2i + j + 3k terhadap vektor i + 3j – pk adalah 
[image: image605.wmf]2
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i + 
[image: image606.wmf]2
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[image: image607.wmf]2
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k. Tentukan nilai p !

T R A N S F O R M A S I
PENGERTIAN TRANSFORMASI


Transformasi adalah perpindahan dari suatu posisi ke posisi lain.  Dalam geometri, transformasi ialah suatu pemetaan setiap bangun geometri pada suatu bidang ke bangun geometri lainnya pada bidang yang sama, yang disebut transformasi bidang. 


Ada 2 macam transformasi, yaitu :

1. Transformasi isometri yaitu suatu transformasi yang tidak merubah ukuran bangun semula.

Yang termasuk transformasi isometri : pergeseran (translasi), pencerminan (refleksi) dan pemutaran (rotasi).

2. Transformasi  non-isometri yaitu suatu transformasi yang merubah ukuran bangun semula.

Yang termasuk transformasi non-isometri : perkalian (dilatasi)


Untuk menentukan bayangan hasil transformasi biasanya dipergunakan bantuan matriks.

1. PERGESERAN (TRANSLASI)

Suatu titik P(x,y) ditranslasikan oleh translasi 
[image: image608.wmf]ú
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 menjadi P’(x’,y ’) ditulis P(x,y) 
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Secara geometri dapat digambarkan sebagai berikut :

         Y

                                                P’(x’ , y ‘) = P’(x+a , y+b)

                                               b

          P(x,y)

                                 a

  O                                                           X

Contoh 1: Tentukan bayangan (peta) dari titik A(-1,2) oleh translasi 
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Penyelesaian : ……………………..


Tidak hanya titik yang dapat ditranslasikan tetapi bisa juga garis atau kurva. Yaitu dengan menyatakan x dan y dengan x’ dan y’ kemudian disubstitusikan ke persamaan garis atau kurva yang ditranslasikan.

Contoh 2 : Tentukan bayangan garis y = 2x – 1 oleh translasi 
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Penyelesaian : 
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    Substitusi x dan y ke persamaan y = 2x – 1 sehingga :
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Jadi bayangannya y = 2x + 9

LATIHAN SOAL
1. Titik A(2,5) dipetakan ke bayangannya A’ oleh translasi 
[image: image615.wmf]ú
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. Tentukan koordinat titik A’  !

2. Jika B’ merupakan bayangan titik B oleh translasi I, maka tentukan koordinat titik B jika diketahui titik B’ (-5,7) dan 
[image: image616.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

0

3

I


3. Jika koordiat titik Q(-3,8) ditranslasikan oleh 
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 kemudian ditranslasikan lagi oleh 
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, maka tentukan bayangan titik Q !

4. P’(-5,8) adalah bayangan titik P(-12,3) oleh translasi 
[image: image619.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

k

h

T

. Tentukan nilai h dan k !

5. Diberikan 
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. Jika translasi tunggal yang mewakili jumlah semua translasi tersebut adalah 
[image: image621.wmf]ú
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6. Titik (-5,9) ditranslasikan oleh T menjadi (2,-12). Tentukan bayangan titik P(-4,7) oleh translasi T !

7. Garis OA melalui titik O(0,0) dan A(5,5). Tentukan bayangan garis OA oleh translasi 
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8. Tentukan bayangan garis y = x + 5 oleh translasi 
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9. Tentukan bayangan lingkaran yang berpusat di titik (3,5) dan berjari-jari 3 oleh translasi 
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Jika 
[image: image626.wmf]AB

 mewakili translasi 
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 mewakili translasi 
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 maka nyatakan translasi yang diwakili oleh 
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2. PENCERMINAN (REFLEKSI)


suatu pencerminan ditentukan oleh suatu garis tertentu sebagai sumbu pencerminan. Jarak bangun mula-mula ke sumbu pencerminan sama dengan jarak bangun bayangannya ke sumbu pencerminan. 

                                                                     Sumbu pencerminan          

                                    A                      K                    A’   

                   B                                                                                        B’  

                                          C               M          C’

Keterangan : AK = A’K,   BL = B’L    dan   CM = C’M

2.1 PENCERMINAN TERHADAP SUMBU X

       Y


                            P(x,y)

  O                                                  X
                            P’(x’,y’)
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2.2 PENCERMINAN TERHADAP SUMBU Y

                       Y

  P’(x’,y’)                                  P(x,y)

                 O                                    X
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2.3 PENCERMINAN TERHADAP TITIK ASAL

                            Y

                                                    P(x,y)

                          0                                 X           
       P’(x’,y’)  
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2.4 PENCERMINAN TERHADAP GARIS y = k 
            Y       

                                        P’(x’,y’)       

                                                          y = k

                                        P(x,y)

       0                                                    X 
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2.5 PENCERMINAN  TERHADAP GARIS x = k
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2.6 PENCERMINAN TERHADAP GARIS y = x
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2.7 PENCERMINAN TERHADAP GARIS y = -x
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2.8 PENCERMINAN TERHADAP GARIS y = mx



               
[image: image638.wmf]m
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2.9 PENCERMINAN TERHADAP TITIK (a,b)
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2.10 PENCERMINAN TERHADAP GARIS x = k DILANJUTKAN x = h


                P’’(x+2(h – k) , y)

2.11 PENCERMINAN TERHADAP GARIS y = k DILANJUTKAN y = h



                P”(x , y + 2(h-k))

2.12 PENCERMINAN TERHADAP DUA GARIS x = k DAN y = h YANG SALING TEGAK LURUS


              
P”(2k – x , 2h – y)

Contoh 1 : Tentukan bayangan dari titik P(5,3) oleh pencerminan terhadap garis



 y = -x !

Penyelesaian : ……………

Contoh 2 : Tentukan bayangan titik P(3,-2) oleh pencerminan terhadap garis x = 2 dilanjutkan oleh pencerminan terhadap garis x = 6 !

Penyelesaian : ……………..

Contoh 3 :  Tentukan bayangan titik P(2,-4) oleh pencerminan terhadap garis x = -1 dilanjutkan pencerminan terhadap garis y = 2 !

Penyelesaian : ……………

LATIHAN SOAL
1. Tentukan bayangan titik (-2,5) dan (3,-6) jika dicerminkan terhadap :

a. sumbu X

b. sumbu Y

2. Diketahui persegi panjang ABCD dengan A(1,1), B(4,1) , C(4,3) dan D(1,3). Tentukan bayangan persegi panjang tersebut jika dicerminkan terhadap sumbu Y !

3. Tentukan bayangan titik (-3,1) yang dicerminkan terhadap garis y = 8 !

4. Tentukan bayangan titik (-2,7) yang dicerminkan terhadap garis x = -12 !

5. Tentukan bayangan jajargenjang ABCD dengan A(0,0), B(4,1), C(5,3) dan D(1,2) jika dicerminkan terhadap garis y = -1 !

6. Suatu segitiga ABC dengan A(2,1), B(0,-2) dan C(-1,2) dicerminkan terhadap garis x = 0. Kemudian dicerminkan lagi terhadap garis y = 0. Tentukan koordinatbayangan akhir  segitiga ABC tersebut !

7. Titik-titik sudut segitiga ABC adalah A(1,3), B(3,4) dan C(2,1). Segitiga tersebut dicerminkan terhadap sumbu X, dilanjutkan pencerminan terhadap sumbu Y dan terakhir pencerminan terhadap titik asal. Tentukan koordinat bayangan segitiga tersebut !

8. Persegi panjang ABCD dengan A(-1,1), B(-1,3), C(3,3) dan D(3,1) dicerminkan terhadap garis y = x. Tentukan koordinat bayangannya !

9. Tentukan bayangan titik A(-2,1) oleh pencerminan terhadap garis x = 2 dilanjutkan oleh pencerminan garis x = 4 !

10. Tentukan bayangan titik C(2,3) karena pencerminan terhadap garis y = -1 dilanjutkan oleh pencerminan terhadap garis y = 3 !

3. PERPUTARAN (ROTASI)

Pada rotasi ada 3 komponen, yaitu titik pusat pemutaran, besar sudut putar dan arah sudut putar. Pemutaran mempunyai arah positif jika berlawanan dengan arah putaran jarum jam.

3.1 ROTASI DENGAN PUSAT TITIK ASAL
              Y

                                   P’(x’ , y’)       

                                            P(x,y)

                  
[image: image640.wmf]a
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           0                                        X
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Contoh 1 : Tentukan bayangan titik A(2,-4) jika diputar 
[image: image644.wmf]o

90

 dengan pusat putaran di titik pusat !

Penyelesaian : ………….


Rotasi dengan pusat (0,0) sebesar 
[image: image645.wmf]a

 sering ditulis 
[image: image646.wmf]a

R


3.2 ROTASI DENGAN PUSAT (a,b)

        Y   P’(x’,y’)     

                                               P(x,y)                    

                         
[image: image647.wmf]a


          A(a,b)        
[image: image648.wmf]q


                                                                       X            


Hal ini sebenarnya sama dengan rotasi dengan pusat (0,0) yang di translasikan sebesar 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

b

y

a

x

b

y

a

x

a

a

a

a

cos

sin

sin

cos

'

'
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Contoh 2 : Tentukan bayangan titik B(4,5) oleh rotasi sebesar 
[image: image652.wmf]o

90

 dengan pusat (1,2) !

Penyelesaian : …………….

LATIHAN SOAL
1. Tentukan bayangan titik A(3,6) dan B(-2,1) karena rotasi :

a. 
[image: image653.wmf]o

90
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b. 
[image: image654.wmf]o
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2. Diketahui segitiga ABC dengan A(2,3), B(-5,1) dan C(3,5).Tentukan bayangan segitiga tersebut karena rotasi 
[image: image655.wmf]o
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 !

3. Tentukan bayangan koordinat jajargenjang ABCD dengan A(1,2), B(3,5), C(6,1) dan D(m,n) karena rotasi 
[image: image656.wmf]o

180

R

 !

4. Tentukan bayangan titik (5,4) dengan pusat rotasi (1,2) yang diputar sejauh 
[image: image657.wmf]o

90

 !

5. Tentukan bayangan titik (-1,2) dengan pusat rotasi (0,-3) yang diputar sejauh 
[image: image658.wmf]o

270

 !

6. Tentukan bayangan titik (-2,3) dengan pusat rotasi (2,-1) yang diputar sejauh 
[image: image659.wmf]o

180

 !

7. Tentukan persamaan garis  yang melalui titik A(1,-4) dan B(-3,4) yang diputar sejauh -
[image: image660.wmf]o

90

 dengan pusat rotasi R(0,-2) !

8. Tentukan bayangan titik A(-1,2) karena rotasi 
[image: image661.wmf]o
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 dilajutkan dengan rotasi 
[image: image662.wmf]o
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9. Tentukan bayangan titik B(3,-2) karena rotasi 
[image: image663.wmf]o
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 dilanjutkan 
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10. Tentukan bayangan titik X(-1,-2) karena translasi 
[image: image665.wmf]ú
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 dilajutkan refleksi terhadap garis x = 5 dan terakhir oleh rotasi 
[image: image666.wmf]90

R

 dengan pusat (1,2) !

4. PERKALIAN (DILATASI)

Pada dilatasi diperlukan suatu titik sebagai pusat perkalian dan faktor skala k
[image: image667.wmf]Î

R.

4.1 DILATASI DENGAN PUSAT O(0,0) DAN FAKTOR SKALA k


         Y

                                              P’(x’ , y’)

                         P(x,y)

      O            Q                      Q’              X       
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Dilatasi dengan pusat O(0,0) dan faktor skala k sering ditulis 
[image: image669.wmf][
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Contoh 1 : Tentukan bayangan titik A(-3,4) oleh dilatasi dengan faktor skala 2 dan pusat (0,0) !

Penyelesaian : ………………

4.2 DILATASI DENGAN PUSAT (a,b) DAN FAKTOR SKALA k

     Y

                                                           P’(x’ , y’)

                                   P(x,y)

                      A(a,b)  
0 X
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Contoh 2 : Tentukan bayangan titik P(4,7) dengan pusat A(2,3) dan faktor skala 2 !

Penyelesaian : ………………

LATIHAN SOAL
1. Tentukan bayangan titik (5,7) oleh dilatasi 
[image: image671.wmf][
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2. Tentukan bayangan titik (12,-27) oleh dilatasi 
[image: image672.wmf]ú
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3. Tentukan bayangan titik A(2,1) oleh dilatasi 
[image: image673.wmf][
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4. Tentukan bayangan titik B(-3,2) oleh dilatasi 
[image: image674.wmf]ú
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5. Tentukan bayangan titik C(4,-1) oleh dilatasi 
[image: image675.wmf]ú
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6. Tentukan bayangan segitiga PQR dengan P(3,2), Q(-1,4) dan R(-2,-1) oleh dilatasi 
[image: image676.wmf][
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7. Tentukan luas segitiga hasil bayangan dari segitiga ABC dimana A(2,1), B(3,5) dan C(6,1) oleh dilatasi 
[image: image677.wmf]ú
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8. Tentukan bayangan titik A(2,3) karena rotasi 
[image: image678.wmf]o
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 dilanjutkan refleksi terhadap garis y = 5 dilanjutkan lagi dengan translasi 
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 dan diakhiri dengan dilatasi 
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5. TRANSFORMASI TEMPAT KEDUDUKAN

Yang dimaksud tempat kedudukan dalam hal ini yaitu himpunan titik-titik yang mempunyai pola tertentu. Seperti garis dan kurva. Transformasi terhadap suatu garis atau kurva oleh suatu transformasi (translasi, refleksi, rotasi atau dilatasi) dilakukan dengan dengan menyatakan x dan y dengan x’ dan y’ sesuai dengan transformasi yang digunakan. Kemudian disubstitusikan ke persamaan garis atau kurva yang diketahui. Hasilnya akan berupa persamaan yang menggunakan variabel x’ dan y’ sebagai tanda hasil transformasi (bayangan). Sehingga  tanda aksennya bisa dihilangkan.

Contoh 1 : Tentukan bayangan parabola 
[image: image681.wmf]1

2

+

=

x

y

 karena rotasi sebesar 
[image: image682.wmf]o

90

 dengan pusat O !

Penyelesaian : Rotasi dengan pusat O sebesar 
[image: image683.wmf]o
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Substitusi 
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LATIHAN SOAL
1. Tentukan persamaan garis 
[image: image687.wmf]0
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 terhadap pencerminan sumbu X !

2. Tentukan persamaan garis 
[image: image688.wmf]0
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 di atas oleh rotasi 
[image: image689.wmf]o
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3. Tentukan persamaan bayangan garis y = x + 1 oleh transformasi 
[image: image690.wmf]ú
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4. Tentukan peta dari garis 2x – y = 7 oleh transformasi 
[image: image691.wmf]ú
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5. Tentukan bayangan garis x – 2y + 3 = 0 oleh transformasi 
[image: image692.wmf]÷
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6. Tentukan bayangan lingkaran 
[image: image693.wmf]9
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 oleh transformasi 
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7. Tentukan peta lingkaran 
[image: image695.wmf]0
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 oleh pencerminan terhadap titik pusat !

8. Tentukan peta dari parabola 
[image: image696.wmf]1
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 oleh dilatasi 
[image: image697.wmf][
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9. Tentukan persamaan bayangan kurva xy = 4 jika diputar terhadap titik O sebesar 
[image: image698.wmf]o
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 !

10. Tentukan persamaan peta lingkaran 
[image: image699.wmf]9
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 oleh transformasi yang ditentukan :
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6. KOMPOSISI TRANSFORMASI

Komposisi transformasi berarti transformasi yang dilakukan lebih dari satu kali terhadap suatu objek (titik, garis atau kurva) tertentu.

6.1 KOMPOSISI BEBERAPA TRANSLASI


Komposisi dari dua translasi 
[image: image701.wmf]1
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 dan dilanjutkan dengan 
[image: image702.wmf]2
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 ditulis 
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. Jadi dalam suatu komposisi, yang dilaksanakan/dioperasikan terlebih dahulu adalah elemen yang paling kanan (
[image: image704.wmf]1
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).


Misal titik P(x,y) ditranslasikan oleh 
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 dimana 
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 maka bayangan titik P oleh komposisi dua translasi tersebut dapat digambarkan sebagai berikut :
                                              P’’(x+a+c , y+b+d)      

                                          d                                              

                                  P’    

                                         c        

                                      b    

             P            a


Jadi untuk menentukan bayangan titik P(x,y) oleh komposisi translasi 
[image: image707.wmf]1
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 dapat juga dengan menjumlahkan terlebih dahulu elemen-elemen translasinya yaitu 
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baru hasil komposisi translasi tersebut yaitu matriks 
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 untuk mentranslasikan P(x,y) ke P’’.

Contoh 1 : Jika titik A(1,-5) maka tentukan bayangan titik A oleh translasi 
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Penyelesaian : 
[image: image712.wmf]÷
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Coba tentukan bayangan titik A(1,-5) karena translasi 
[image: image713.wmf]2
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 ! Apakah hasil bayangannya sama ? Jika sama sifat apakah yang berlaku untuk komposisi dua translasi tersebut ?

6.3 KOMPOSISI BEBERAPA ROTASI


Ada 3 cara menentukan hasil komposisi dua rotasi, yaitu dengan merotasikan satu per satu atau dengan menentukan terlebih dahulu matriks hasil komposisi rotasi kedua rotasi tersebut dengan cara mengalikan. Atau bisa juga dengan menjumlahkan besar rotasi yang digunakan kemudian gunakan matriks rotasi dari hasil penjumlahan tersebut.

Contoh 2 : Tentukan bayangan titik A(-1,2) oleh rotasi 
[image: image714.wmf]o
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 dilanjutkan dengan rotasi 
[image: image715.wmf]o
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Penyelesaian : Sudut hasil komposisi rotasi = 
[image: image716.wmf]o
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6.4 KOMPOSISI BEBERAPA DILATASI


Untuk komposisi dilatasi dengan pusat O bisa dilakukan dengan 2 cara yaitu dengan dilatasi satu per satu atau dengan menentukan terlebih dahulu faktor skala hasil komposisi yaitu dengan mengalikan kedua faktor skala dilatasi. Untuk komposisi dilatasi dengan pusat (a,b) dilakukan satu per satu. 

LATIHAN SOAL
1. Tentukan bayangan titik (5,3) oleh refleksi terhadap garis x = 2 dan dilanjutkan terhadap garis x = 6 !

2. Tentukan bayangan titik (-3,8) oleh refleksi terhadap garis y = 3 dan dilanjutkan terhadap garis x = -1 !

3. Diketahui segitiga PQR dengan P(1,1), Q(-3,4) dan R(-2,-1) . Tentukan bayangannya jika direfleksikan terhadap garis y = -1 dan dilanjutkan terhadap y = 3 !

4. Tentukan bayangan titik (2,1) yang direfleksikan terhadap garis y = x, kemudian dilajutkan terhadap sumbu Y !

5. Tentukan bayangan titik (5,5) yang dirotasikan terhadap 
[image: image719.wmf]o
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 dan dilanjutkan 
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6. Tentukan bayangan titik (-5,4) yang dirotasikan terhadap 
[image: image721.wmf]o
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 dan dilanjutkan 
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7. Jika 
[image: image723.wmf]y
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 adalah pencerminan terhadap sumbu Y, 
[image: image724.wmf]1
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 adalah pencerminan terhadap garis x = 6 dan  
[image: image725.wmf]2
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 adalah pencerminan terhadap garis x = 11. Tentukan peta segitiga ABC dengan A(-1,1), B(-2,6) dan C(-4,4) oleh komposisi pencerminan :

a. 
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b. 
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8. Jika 
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, 
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 dan 
[image: image730.wmf]3
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 adalah operasi pencerminan terhadap garis x = 2, x = 3 dan x = 7 berturut-turut, maka tentukan bayangan titik P(3,2) oleh transformasi 
[image: image731.wmf]3
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9. Pada no. 8, tentukan bayangan garis y + x = 3 oleh  transformasi 
[image: image732.wmf]1
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10. Diketahui transformasi 
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. Tentukan bayangan titik (7,10) oleh transformasi 
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